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Prefacio

“Causa latet, vis est notissima”. Ovidio!.

STE texto? contém essencialmente o material lecionado pelo autor na cadeira de Circuitos Elétricos II
E no Departamento de Engenharia Eletronica e de Computacao da Escola Politécnica da Universidade
Federal do Rio de Janeiro®. O material estudado no curso estd completo, com muitos temas extras
também incluidos. Os temas foram separados em anilise de circuitos e em uma introducao a sintese de
circuitos.

A parte sobre andlise estuda o material necessario ao desenvolvimento de programas de andlise de
circuitos, refletindo a experiéncia do autor no desenvolvimento de simuladores, usados em seus trabalhos
de pesquisa e cursos. E assumido ja um conhecimento bésico sobre circuitos elétricos, os tipos de variaveis,
os elementos que fazem os circuitos, etc., com o texto focando em métodos sisteméaticos de analise voltados
para simulagdo numérica de circuitos. Alguns materiais sdo nao usuais, decorrendo de trabalhos de
pesquisa do autor, como o tratamento das andlises modificadas com o uso de modelos e os sistemas
de redugao do tamanho dos sistemas de equacoes com o uso de modelos baseados em amplificadores
operacionais. A parte trata primeiramente os véarios tipos de andlise que podem ser feitos usando a
andlise nodal e a andlise nodal modificada, e a seguir estende as mesmas andlises para os métodos de
malhas, ciclos e cortes, finalizando com equagoes de estado. O material cobre a anélise de circuitos
lineares, nao lineares, invariantes ou variantes no tempo.

A parte sobre sintese estuda primeiramente as propriedades dos circuitos lineares invariantes no tempo,
e entao as técnicas bésicas de sintese de impedancias e fungoes de transferéncia através de redes passivas
e ativas. Nao pretende cobrir completamente o vasto tema, mas inclui a maior parte do material sobre
sintese de circuitos lineares efetivamente usada ou desenvolvida nos cursos e trabalhos do autor. Mate-
riais originais incluem métodos numéricos para geracao de aproximacoes, sintese de redes simétricas e
antimétricas, circuitos de multipla ressonancia e critérios para andlise de sensibilidades. A parte trata
primeiramente das propriedades gerais destes circuitos, passando a seguir aos métodos de sintese, com
discussoes ao final sobre aproximagoes, andlise de sensibilidades e filtros ativos. O material do curso de
Circuitos Elétricos 1T usualmente vai até a sintese de redes “ladder” LC simplesmente terminadas com
zeros finitos de transmissao, secao 4.3, se estendendo além eventualmente.

Ao final a segao sobre filtros para microeletronica cobre filtros em tempo continuo e em tempo dis-
cretizado adequados para a construgao em circuito integrado. Muitos materiais desenvolvidos pelo autor
sobre estes filtros, especialmente sobre filtros OTA-C e filtros a corrente chaveada, sdo incluidos na segao.

1«A causa estd escondida, mas o efeito é bem conhecido”. Estd também no frontispicio do livro “The history and present
state of electricity, with original experiments”, Joseph Priestley, 1775.

2©2010 Anténio Carlos M. de Queiroz. Todos os direitos reservados. Nenhuma parte deste livro pode ser reproduzida
sem permissao do autor.

3Iniciando em 1983. Originalmente o nome da cadeira era Teoria de Circuitos 11, passando a Circuitos Elétricos II em
1990. O material sobre sintese vem da cadeira de Teoria de Circuitos III, depois Sintese Moderna de Circuitos, extinta por
volta de 2000, e mais tarde substituida por um curso optativo. Um curso que inclui material similar de sintese tem sido
oferecido pelo autor nos cursos de pés-graduagao do Programa de Engenharia Elétrica da COPPE/UFRJ desde 1991.
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Temas adicionais e mais exemplos deverao ser adicionados com o tempo, mantendo relacao com o
curso, como material adicional, cobrindo mais sobre os trabalhos desenvolvidos pelo autor, ou decorren-
tes de atualizacoes.

Rio de Janeiro, junho de 2011, Antonio Carlos M. de Queiroz



Parte 1

Analise de circuitos



Capitulo 1

T'écnicas baseadas na analise nodal

1.1 Introducao

AS formas usuais de andlise de circuitos aproximam o que realmente acontece nos circuitos elétricos,
usando aproximagoes por elementos concentrados, onde os componentes se comportam como se
fossem infinitamente pequenos e tivessem suas fungoes concentradas em um ponto. O circuito pode entao
ser decomposto em uma série de elementos de dois terminais, como resistores, capacitores, indutores e
fontes independentes e controladas, formando “ramos” interconectados em “nés”. Para circuitos assim,
valem as chamadas “leis de Kirchhoff!:

Lei de Kirchhoff das tensbtes (LKT, ou “Kirchhoff’s voltage law”, KVL, em inglés): A soma das
diferengas de potencial elétrico (tensoes elétricas, ou “voltagens”) ao longo de um circuito fechado é igual
a zero. No caso, os circuitos fechados seriam através dos ramos que compdem o circuito, com as tensoes
medidas sobre eles.

Lei de Kirchhoff das correntes (LKC ou “Kirchhoff’s current law”, KCL, em inglés): A soma das
correntes elétricas cruzando uma fronteira fechada é igual a zero. As fronteiras neste caso seriam definidas
por conjuntos de um ou mais nds, com as correntes medidas sobre os ramos que deixam os conjuntos para
outras partes do circuito.

A andlise geral de circuitos teria que considerar as “leis de Maxwell”? para avaliar corretamente o
que acontece com circuitos que nao sao infinitamente pequenos, que possuem resisténcias, capacitancias
e indutancias parasitas por toda parte, e que irradiam e captam ondas eletromagnéticas. As leis de
Maxwell, em sua forma vetorial, no vacuo (ou, com pouca diferenga, no ar), sao:

V-uoﬁ:O
v&'of_j:p

. - OF
VxH=J —_—
x teoyy

» OH
VXxFE=—ug—
X Noat

onde H é o campo magnético (ou campo “magnetizante”, com o “campo magnético” ou “densidade de

1Enunciadas no artigo do fisico alemao Gustav Kirchhoff, “Ueber den Durchgang eines elektrischen Stromes durch eine
Ebene insbesondere durch eine kreisférmige”, Annalen der Physik und Chemie, 64, pp. 497-514, 1845. As duas leis aparecem
em um apéndice ao fim do artigo. Kirchhoff tinha 21 anos e ainda era estudante.

?Descritas, de forma bem mais complexa, pelo fisico escocés James Clerk Maxwell em uma série de quatro artigos com
o titulo “On Physical Lines of Force”, Philosophical Magazine, 1861-1862. A forma atual das equagdes é devida a Oliver
Heaviside, que as apresentou por volta de 1884 em artigos na revista “The Electrician”.

10
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fluxo magnético” sendo B= Moﬁ ), Eéo campo elétrico, J é uma densidade de corrente elétrica por &rea,
e p é a densidade superficial de carga. 1o é a permeabilidade do vacuo e ¢y é a permissividade do vicuo®.
A primeira equacao diz que o campo magnético nao tem fontes. Ele ocorre sempre em linhas fechadas.
A segunda equacdo é a “lei de Gauss”, que diz que acumulacoes de carga sdo as fontes do campo elétrico.
A terceira equagao é a “lei de Ampere”, modificada por Maxwell. Ela diz que o campo magnético circula
ao redor de correntes elétricas, e que campos elétricos variantes também geram campos magnéticos. O
termo acrescentado por Maxwell & corrente é a chamada “corrente de deslocamento”. A quarta equacao
é a “lei de Faraday”, que diz que um campo magnético variante gera um campo elétrico ao redor dele.
Quando um circuito elétrico é pequeno o suficiente, ou opera devagar o suficiente, pode-se ignorar os
termos envolvendo as constantes €y e pg, 0 que corresponde a ignorar efeitos relacionados com campos
elétricos e magnéticos no circuito. Considere-se também que como a velocidade da luz no vacuo vale
co = 1/\/Io€0, isto corresponde a considerar que as dimensdes do circuito sdo pequenas em relagao ao
comprimento de onda A = ¢/ f dos sinais de frequéncia até f considerados. Nesta condigdo, a primeira
equacao perde o sentido, a segunda diz que nao existe acumulagao de carga nos condutores, a terceira diz
que o campo magnético é gerado por correntes apenas, e a terceira diz que nao hé circuitos fechados de
campo elétrico. A terceira equagdo permite concluir, aplicando-se o divergente em ambos os lados, que:

V.J=0

fﬁ.dzzo

Estas duas expressoes sao as formas genéricas das leis de Kirchhoff, que dizem que o somatério das
correntes elétricas saindo de alguma regiao fechada é nulo (KCL), e que o somatério das tensoes elétricas
ao longo de um circuito fechado é nulo (KVL), jd que a integral do campo elétrico na distancia é uma
tensao elétrica.

E interessante notar que campos elétricos e magnéticos em circuitos a parametros concentrados sao
representados por capacitores e indutores. Um né onde existe acumulagao de carga, aparentemente
violando a lei das correntes, pode ser considerado como tendo capacitancias ligadas a outros pontos do
circuito, onde ha acumulacdo de carga oposta. A lei das correntes é entdo satisfeita pelas correntes
de deslocamento entre as placas destes capacitores, e o campo elétrico fica entao todo entre as placas
deles. Um circuito fechado onde as tensoes ndo somam zero pode ser considerado como tendo induténcias
e indutancias mutuas nele. A diferenca para zero fica entdo nas tensées sobre estas induténcias, e o
campo magnético fica dentro dos indutores e transformadores acrescentados. Propagacao de sinais com
velocidade finita e radiacdo eletromagnética pode ser modelada com linhas de transmissao?.

Com a eliminacao dos campos, restam apenas as variaveis de corrente e tensao, fe U, com efeitos dos
campos elétricos e magnéticos modelados pelas integrais destas quantidades no tempo, a carga elétrica
em capacitores, ¢(t) = [ j(t)dt, e o fluxo magnético® em indutores e transformadores, ¢(t) = [v(t)dt.
Associagbes instantaneas entre tensoes e correntes sao modeladas por resistores, fontes controladas e
fontes independentes. O objetivo dos métodos de andlise de circuitos a serem estudados é calcular
as correntes e as tensoes em todos os elementos do circuito, com o circuito considerado como tendo

E a quarta equagao que:

3As constantes jo e €9 valem, no Sistema Internacional de Unidades, po = 47 x 10~7 = 1.2566370614 x 106 H/m e
€0 = 8.8541878176 x 1012 F/m. As duas quantidades estdo relacionadas com a velocidade da luz no vacuo, cg = 299792458
m/s, por co = 1/\/mo€o.

4Linhas de transmisséo séo tratadas apenas sumariamente aqui, como material opcional.

5Mais apropriadamente o “enlace de fluxo magnético”. O fluxo magnético é a integral do campo magnético B em uma
superficie, ¢ = [ BdS. Para um indutor de uma espira, esta superficie seria a drea envolta pela espira. Para N espiras com
0 mesmo campo magnético interno, entretanto, o enlace de fluxo magnético ¢ é N vezes maior, e a tensdo sobre o conjunto
de espiras também N vezes maior, com a &rea contando novamente a cada espira. Em geral o fluxo nao é constante para
todas as espiras, e apenas a soma dos valores em todas as espiras, o enlace de fluxo, é importante.
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parametros concentrados, com efeitos distribuidos ignorados, ou aproximados por circuitos também a
parametros concentrados. A figura 1.1 mostra os elementos bésicos a parametros concentrados, em suas
representacoes para o caso linear, invariante no tempo.

a a a a a M
a 7\ &
L] [ ]
Ly Lo
1% 1 R C L
b d
b b b b b

a -0 & a -0 & a & a &
GinUed AyVed Bijca Rinjecd
b -0 d b -0 d b d b d

Figura 1.1: Elementos béasicos a parametros concentrados. Acima, fontes independentes de tensdo e
de corrente, resistor, capacitor, indutor e transformador com indutancia mutua entre dois indutores.
Abaixo, fontes controladas de corrente e de tensdo, controladas por tensao e por corrente. Transcondutor,
amplificador de tensdo, amplificador de corrente e transresistor.

As fontes independentes geram tensoes ou correntes fixas, vy, = V ou jop = I. O resistor associa
tensoes e correntes por v,, = Rjg.. O capacitor associa a carga elétrica com a tensao, qup = Cugp.
O indutor associa o fluxo magnético com a corrente, ¢u, = Ljg. O transformador associa of fluxos
magnéticos em dois indutores com as correntes em ambos, ¢up = L1Jap + Mjea € decqa = Mjap + Lojeq. As
fontes controladas associam tensoes e correntes em ramos controlados e controladores. Transcondutor:
Jab = Gmeq, amplificador de tensao: vep = A,veq, amplificador de corrente: j,, = B;jeq € transresistor:
Vab = RmJed-

1.2 Analise nodal de circuitos resistivos

Em circuitos resistivos, nao existem elementos com “meméria”, como capacitores e indutores. Existem
apenas resistores e fontes controladas, que geram associagoes instantaneas entre tensoes e correntes. A
solucdo niao depende da histéria anterior. Para a chamada “anélise nodal™, o circuito é considerado
decomposto em ramos de dois terminais ligados entre nés de conexao. Cada ramo é descrito pela relacao
entre corrente e tensao nele, que pode envolver tensoes e correntes sobre outros ramos também. A anélise
nodal consiste em escrever, para todos os nés do circuito com a excecao de um, o né de terra ou de
referéncia, de uma equacao exprimindo a lei de Kirchhoff das correntes para o né:

E correntes saindo do né =0

As equacgoes devem ter como incégnitas as tensoes nodais, que sao as tensoes entre os nos e o né de
referéncia, onde o potencial é considerado nulo. As correntes nos ramos devem ser expressas considerando-
se as relacOes entre corrente e tensao nos ramos.

Em um circuito resistivo, para a analise nodal, os ramos podem conter apenas resistores, fontes de
corrente independentes e fontes de corrente controladas por tensdo entre nds, ou transcondutores, pois

60 método vem de trabalhos de Ohm, Kirchhoff e Maxwell. A anilise nodal basica para circuitos resistivos aparece no
livro de Maxwell “A Treatise on Electricity and Magnetism”, 1873, §280. O mesmo na segunda edigdo de 1881.
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nestes elementos se pode exprimir a corrente em funcao de uma ou mais tensoes, no proprio ramo ou
em outros, ou a corrente é fixa. Circuitos que contenham outros tipos de elemento, como fontes de
tensdo, independentes ou controladas, e curto-circuitos, devem ser adequadamente transformados (ver
“deslocamento de fontes” e “andlise nodal modificada”, adiante) antes da aplicagdo da andlise nodal.

Exemplo: Seja o circuito da figura 1.2:

O »n ® & O

Il va Rg

Figura 1.2: Circuito resistivo linear.

As equagbes nodais sao:

1 —I
) 2 =
€2 — €1 €2 — €3
2 —G(eg —eg) + =0
) 7 (e1 —e2) 7
€3 — €2 €3
3 — =0
) Ry R3
A equacao do né de terra (0), que nao é escrita por ser a soma das demais com sinal invertido, seria:
€3
0) Gleg —ex) — — =1
) Gler —e2) R, D
Resulta um sistema de equagoes lineares, que pode ser escrito em forma matricial como:
1 1
R oy 0 el - I
1 1 1 1
1 1 1
0 _E R72 =+ ng €3 0

O sistema ficou linear pois apenas componentes lineares foram usados no circuito. O sistema tem
uma tunica solugdo, supondo que as equagdes sejam linearmente independentes (do contrério existiriam
infinitas solugoes) e que nao descrevam hiperplanos paralelos (caso sem solugo).

O sistema nodal pode ser escrito também para circuitos nao lineares. Apenas ndo é mais possivel
colocé-lo em forma matricial neste caso, e o niimero de solugoes depende da natureza das nao-linearidades.

Exemplo: EquacGes nodais para o circuito nao linear resistivo da figura 1.3:
As equagoes nodais sao néao lineares, da forma F(€) = 0:

€1 2
1) 2L 4 K(ey - L =
)R1+ (e 62)—’_61—63 =0
2) — K(e —e2)® + ;i +Glea—e3)’ =0
2
A
3) — Gleo —e3) + = — =0

Rz e —e3
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O -5 @ Gv”
et

Ry
=

Figura 1.3: Circuito resistivo nao linear.

Geralmente estes sistemas s6 podem ser resolvidos por métodos numéricos, como o método de Newton-
Raphson, que se vera mais adiante que é de relativamente simples implementagao. Sistemas de equagoes
nao lineares podem ter miultiplas solucoes, ou nenhuma solugao. Em circuitos corretamente modelados,
sempre ha ao menos uma solugao.

1.3 Analise nodal sistematica

No caso de circuitos lineares (e como se verd mais adiante, outros circuitos também, pois o método de
solucdo recai neles), para uma descri¢io mais sistemética, utilizdvel em um computador, pode-se descrever
o circuito através de um conjunto de matrizes e vetores.

1.3.1 Descricao da estrutura

A estrutura pode ser descrita por um “grafo” numerado e orientado, onde ficam identificadas as polaridades
consideradas nos ramos, e a que nos eles estao ligados, como na figura 1.4.

o L o

©

Figura 1.4: Grafo orientado e numerado.

O grafo pode ser descrito por uma “matriz de incidéncia” [A,], que descreve a que nds os ramos se
conectam e com qual sentido. Esta matriz tem n + 1 linhas (ndmero total de nds, inclusive o de terra) e
b (nimero de ramos) colunas. Os elementos da matriz [A,] s@o:

a;r = 1 se o ramo k sai do no i.
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a;r = —1 se o ramo k entra no no 1.
a;r = 0 se o ramo k nao toca o nod i.

No caso do grafo da figura 1.4, [A,] tem a forma:

-1 -1 -1 0 0
1 0 0 1 0
[Aa] 0 1 0 -1 1
0 0 1 0 -1

As direcoes dos ramos identificam os sentidos em que se quer medir as tensoes e as correntes sobre
eles. Segue-se a norma de identificar a diregao do ramo com a direcao da corrente elétrica, considerada
como fluxo de cargas positivas, e de considerar que o terminal positivo do ramo é por onde a corrente
entra, como na figura 1.5.

® = O
O - O
—

_|_

Figura 1.5: Direcoes associadas.

Essas diregoes sao mera convengao, por motivos historicos. Sabe-se que a corrente elétrica é pratica-
mente sempre um fluxo de elétrons, cargas negativas, fluindo na diregcao oposta a da corrente positiva,
mas isto nio faz nenhuma diferenca em circuitos elétricos normais’. N&o haveria problema também de
considerar o terminal positivo o por onde a corrente sai. Apenas as tensoes seriam calculadas todas com

sinais opostos.
A matriz [A,] estd ligada as leis de Kirchhoff. A lei das correntes é expressa na relacgao:

—

[Aa].; =0
onde fé o vetor das correntes nos ramos. No exemplo:
N6O:—=j1—jo—3Js=0
N6l:j1+7j4=0
N62:jo—ja+7s=0
N63:j3—j5s=0
A lei das tensoes aparece quando se verifica a relagdo entre as tensoes nos ramos e os potenciais nos

nos:

7 =[Ad"E

7A existéncia de dois tipos de carga elétrica foi descrita primeiramente por Charles Du Fay, em 1733, que as chamou de
eletricidade “vitrea” e eletricidade “resinosa’”, pois eram os tipos obtidos atritando vidro e resinas como se fazia nos estudos
de eletricidade estatica na época. Os nomes atuais, de cargas “positivas” e “negativas” sdo devidos a Benjamin Franklin,
que usou estes termos ao descrever sua teoria de que os efeitos elétricos eram causados por excesso e falta de um tnico
tipo de carga, por 1747. A eletricidade “vitrea” ficou sendo a positiva, que era a produzida pelas maquinas eletrostaticas
de friccdo da época, que atritavam vidro com almofadas de couro. As polaridades de tensdo e corrente seguem entao as
mesmas orientagoes, com corrente positiva sendo uma que retira carga positiva de um ponto e a coloca em outro, e a tensao
positiva a que aparece sobre um resistor positivo percorrido por uma corrente positiva segundo as diregdes associadas, ou
entre cargas elétricas positivas e negativas em um capacitor. O fato da corrente elétrica normal ser um fluxo de cargas
negativas em diregdo contraria a da corrente positiva foi verificado com a descoberta do elétron por J. J. Thompson em
1897, mas a esta época as nogoes sobre a eletricidade ja estavam firmemente estabelecidas, e a convengao foi mantida.
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onde ¥ é o vetor de tensdes nos ramos e € é o vetor de tensdes nodais, no caso ainda incluindo a tenséo
no né de terra. No exemplo:

Ramo 1:vy = —eg + €3
Ramo 2 : vg = —eg + €9
Ramo 3 : vg = —eg + €3

Ramo 4:v4 =¢1 —e9
Ramo 5 :v5 = e5 — €3

A tensao, ou melhor, o potencial, no né de terra é definido como sendo zero. Assim, uma das linhas
de [A,]T multiplica zero na tltima equagdo, e é dispensavel. Também, a linha de [A4,] correspondente
ao n6 de terra faz em [Aa]f = 0 a equagao nodal do né de terra, que é apenas o negativo da soma das
demais equagdes. Assim, define-se a matriz de incidéncia reduzida [A] como a matriz [A,] sem a linha
correspondente ao né de terra. As relagoes [A]j = 0 e 7 = [A4]T€ continuam vélidas, com ey = 0 sendo a
tensao no né de terra. No caso:

1.3.2 O Teorema de Tellegen

Este teorema [15] diz que a soma dos produtos de tensao e corrente em todos os ramos de um circuito é
nula. Ele é consequéncia das leis de Kirchhoft:

S jeen =775 = 77 = 1] o= [d] =0
k=1

Para um certo circuito, sendo je ¥ fungoes do tempo ou constantes, ele reflete a conservagao da energia,
pois a soma das poténcias dissipadas ou geradas nos ramos dé zero. Mas o teorema é também vélido em
analise no estado permanente senoidal, em transformadas de Laplace ou outras, onde a multiplicacao de
tens@o por corrente nao é diretamente a poténcia. Uma possivel utilidade é na verificagdo do resultado
de uma andlise numérica. Excessivo erro numérico nos calculos leva ao somatério resultando em valor
significativo em relacao as poténcias nos ramos do circuito.

O teorema de Tellegen tem uma propriedade curiosa: Observe-se que 5 e ¥ podem ser medidos em
circuitos diferentes, que tenham a mesma matriz de incidéncia [A]. Assim, se ju € Ty sa0 medidos em um
circuito e ]y e U, em outro, ambos com o mesmo grafo:

T _ ?T— _ ?T— _ 2?T-
Jo Uz = Jy Uy = Jz Uy =], Uz =0
As formas cruzadas podem também ser usadas para verificacdo de anélises, por exemplo usando valores
)
de anélises no tempo de um circuito em dois tempos diferentes. Sao importantes para provar alguns
teoremas sobre circuitos, como o da reciprocidade, adiante, e levam também a andlise de sensibilidades
pelo “método da rede adjunta”, onde valores obtidos das andlises de dois circuitos com o mesmo grafo,

um obtido do outro por certas regras (a “rede adjunta”), sdo usados para calcular as derivadas da solugao
em relagao a variacoes de parametros do circuito [11].

Exemplo: Sejam os circuitos da figura 1.6. Um é linear e o outro é néo linear. As solugoes dos dois
circuitos sao triviais:
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v=-10V j1=—10A4 0,=-1/8V j1=-84
Vo =—80V jo=—40A4 0, =2V J2o=2/5A
v3=—90V js=10A 03=15/8V j3=8A4
vy=-80V ;=304 0y =2V  jy=-42/5A

n T

2Q)

Figura 1.6: Dois circuitos para verificacao do teorema de Tellegen.

E simples verificar que o teorema de Tellegen é satisfeito nas quatro formas:

> " wiji = 100 + 3200 — 900 — 2400 = 0
S 0ji=1+4/5+15-84/5=0
> iiji =10/8 — 80 4 150/8 + 60 = 0
> wiji =80 32— 7204672 =0

1.3.3 Descricao dos ramos

Os ramos de um circuito podem ser transformados de forma a conter apenas fontes de corrente, inde-
pendentes ou controladas por tensoes nos ramos. O resistor é um caso particular, em que o ramo onde
a tens@o é tomada é o mesmo da corrente. Esta é a forma controlada a tensao de um ramo. Um ramo
geral obedece entao a equacgao:

Uk

b
= Rik"‘V—ZGmk:ivi"’isk

=1
itk

Jk
—
O P P
+
- G ki
O P P

Figura 1.7: Ramo padrao para andlise nodal.

Jk

O contetdo de todos os ramos pode entao ser descrito pela relagao:
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7 =[G7 + 1

onde [G] é uma matriz de dimenséo b x b, “matriz de conduténcia dos ramos”, e 7, é um vetor de b
dimensoes, “vetor de fontes de corrente dos ramos”. Resistores aparecem como condutancias 1/R na
diagonal principal de [G], transcondutores como transconduténcias fora da diagonal. No exemplo da
figura 1.8:

@R1 4@5 Rz@

Figura 1.8: Circuito com ramos orientados e numerados.

~
-

[G] =

coocoo
coocoo
o oFro o
oo Lo
= Q
o ococo

o

I
cooco

R>

Este exemplo nao tem ramos com elementos em paralelo, e assim cada elemento gera um ramo.
Ramos em paralelo podem ser combinados se contendo elementos do ramo padrao, mas é mais usual
colocar apenas um elemento por ramo.

1.3.4 Geracao do sistema nodal

Combinando as equacdes acima, premultiplicando as equacdes dos ramos por [A] e substituindo 7 = [A]Te:
[l = [A)[G][A]" &+ [A]i

ou, como [A]j = 0:

[A][G)[A]"e = —[Ali

que é o sistema nodal [G,,]€ = i,. A matriz [G,] = [4][G][A]”, chamada “matriz de condutancia dos
nés”, tem dimensao n X n, e o vetor By = —[Aﬁs7 chamado “vetor de fontes de corrente nos ndés”’, tem
dimensao n. As incégnitas sdo as n tensdes nodais €.

Fazendo as operagoes com as matrizes acima, resulta, obviamente, o mesmo sistema obtido “informal-
mente”:
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00 0 0 0 1 0 0
00 0 -G 0 0 1 0
(Gl = [AN[G][A]T = 00 z 0 0 0 0 1
00 0 7 0 1 -1 0
00 0 0 + 0 1 -1
1 1 1
100 1 0 0 0 = 0 7 -5 0
1 1 1 1 1
010 -1 00 —-G-#% £ -4-G E+4£+G -4
1 1 1 1 1
001 0 -1 0 A~ 0 -+ 0 -+ =+
L
) . 0
in = —[A]is = 0
0
0
100 1 0 ~I
—lo1 0 -1 1 0
001 0 -1 0
T —m 0 1fe] [-1
Gule=in= |7 -G 7z +m+G -5 es| =
0 _R%» R%-FR% es3

1.3.5 Montagem direta do sistema nodal

O procedimento descrito acima, embora geral, é desnecessariamente complicado para uma montagem
manual do sistema, ou mesmo para uma anélise computacional. E simples observar que os elementos
aparecem no sistema final sempre em posi¢coes bem determinadas. As regras para a construcao direta do
sistema nodal sao:

O circuito deve ser primeiramente transformado de forma a que existam apenas resistores, fontes de
corrente independentes, e transcondutores controlados por tensoes nodais.

Considere-se temporariamente os transcondutores como se fossem fontes independentes.

A matriz de condutancia dos nés fica entdo simétrica, com:
[Grliek = E condutancias ligadas ao né k.

[Gnl ki =— Z conduténcias ligadas entre os nds i e k.
ki

O vetor de fontes de corrente nos nés acumula as fontes que entram nos nos:

-

Ik = E fontes de corrente entrando no né k, positivas se entrando e negativas se saindo.

Os termos controlados criados pelas transconduténcias em i,, sdo entdo passados para a matriz [Gy],

gerando a forma final do sistema.
No exemplo, tem-se inicialmente, deixando o transcondutor como se fosse uma fonte independente:
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1 1
& R 0 er -1
1 1 1 1 _ .
_Ril R71+R72 _FTQ ey | = G(61 62)
1 1 1
0 "Ry R72+R73 €3 0

Transporta-se entdo para dentro de [G,] os termos envolvendo € em 4,, obtendo o sistema final, o
mesmo anterior.

1 1

R R 0 e1 -1
1o L1 1 _
& G R. + Ra +G R> €| =
1 1, 1
0 & R, T Rsd L3

E simples fazer algumas verificacbes para ver se o sistema estd montado corretamente: Todas as
entradas dentro de [G,,] sdo condutancias e transconduténcias, e todas as entradas em in sdo fontes
independentes de corrente. Condutancias aterradas somente aparecem uma vez, na diagonal principal.
Condutancias suspensas aparecem quatro vezes, duas na diagonal principal com sinal positivo e duas
fora dela, com sinal negativo, nas mesmas colunas e linhas. Transcondutancias aparecem uma, duas, ou
quatro vezes, dependendo de se os nds de controle e de saida incluem o né de terra. Fontes de corrente
aparecem uma ou duas vezes em in, dependendo se estejam aterradas ou nao.

Todas as tensoes e todas as correntes nos ramos podem ser obtidas, depois da solucao do sistema para
€, pelas relacoes:

= [4]7e

j: [G]U+ s

<y

1.3.6 Montagem do sistema nodal por estampas

Para operagao em computador, um método mais pratico é o da montagem por “estampas”, onde cada
elemento gera uma série de adigdes de termos ao sistema. Parte-se de um sistema nodal com [G),] e iy,
zerados, e adiciona-se as estampas dos elementos (figura 1.9):

O, @ N0 ©
@Y <@ f
® ®

Figura 1.9: Elementos béasicos para andalise nodal. Resistor, transcondutor e fonte de corrente.

Estampa, que fica apenas em [G,,], de um resistor de valor R entre os nés a e b:

a b
a +1/R —1/R €q .
b|-1/R +1/R| |ev| |-
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Estampa, que fica apenas em [G,], de um transcondutor de transconduténcia G,, com saida entre os
nos a e b e entrada entre os nés c e d:

a b c d
a +G,, =G Tea
b -G +Gm ey
c €c -
d €q

Estampa, que fica apenas em 1,,, de uma fonte de corrente de valor I, entre os nés a e b:

a b
a | . . €a — T

bl. . €p + 1

1.3.7 Descricao do circuito através de um “netlist”

A montagem por estampas é usualmente utilizada em associagdo com a descrigdo do circuito através de
uma lista, ou “netlist”, que descreve a estrutura do circuito. No caso de uma analise de circuito resistivo

s

linear, uma tnica leitura do “netlist” é suficiente para a montagem do sistema nodal. No exemplo da
figura 1.10, o “netlist” poderia ser:

O »n ® & O

+ ’Uw -
I Gu, Rs

RO,

Figura 1.10: Circuito resistivo linear.

H
=

<corrente>

=e)
=

<resisténcia>
1 2 <transconduténcia>
<resisténcia>
<resisténcia>

T D

N =
W N O ==
O W NN O

=)
w

Os valores entre “< >" seriam os valores numéricos dos parametros e outras informagoes. Foi seguida
a notacao usual de “netlist” usada em programas de andlise de circuitos como o SPICE®. Note que basta
zerar um sistema nodal de 3 equagoes e somar a ele as estampas dos 5 elementos uma a uma em qualquer
ordem para ter o sistema nodal montado. As partes das estampas que incluem o né 0 ndo sdo montadas,
ou, mais simplesmente, podem ser montadas em uma linha e coluna 0, ndao usadas na solucao do sistema
(mas zeradas inicialmente também).

8Programa cléssico de andlise de circuitos desenvolvido na Universidade da Califérnia, Berkeley, a partir do fim dos anos
1960. Ainda mantido e amplamente utilizado em muitas versoes.
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Também é possivel montar imediatamente as matrizes [G] e [A] e o vetor i, a partir de estampas, se
se quiser montar o sistema a partir de um nivel mais baixo, ou ter as equacoes para o calculo de todas as
tensoes e correntes nos ramos em forma matricial. Mas esse célculo pode ser feito convenientemente por
um exame do “netlist” do circuito, apés a solugao do sistema nodal.

1.3.8 Solucao do sistema

Sistemas de equacoes numéricas podem ser resolvidas com o algoritmo de Gauss-Jordan®, que consiste
essencialmente em, para cada equagao, exprimir uma das varidveis em funcao das demais e substituir a
expressdo em todas as demais. Feito isto para todas as equagoes resultam diretamente as solugdes. O
codigo em C abaixo faz exatamente isto. “Yn” é o sistema nodal, com o vetor de excitagao i,, montado
logo apds a tltima coluna de [G,]. “nv” é o nimero de equagoes, limitado a 50 no caso. Note-se que existe
uma margem no sistema, coluna e linha zero, nao usada na solugao, mas que pode ser usada na montagem
das estampas dos elementos. Para cada coluna, o algoritmo primeiramente troca equacoes para conseguir
o maior valor multiplicando a varidvel a eliminar, chamado “pivot” (“condensagao pivotal”). Se um pivot
néo nulo (médulo maior que “TOLG”) néo é encontrado o sistema é singular, ndo tendo solugao ou tendo
multiplas solugoes. A seguir a varidvel é isolada e substituida nas demais equagoes. Cuidado foi tomado
para evitar operagoes intteis, como atualizar valores que nao serao mais usados e multiplicagoes por zero.

#define TOLG 1e-9

#define MAX_NOS 50

int nv;

double Yn[MAX_NOS+1] [MAX_NOS+2];

int resolversistema(void)
{

int i,j,1,a;

double t,p;

for (i=1; i<=nv; i++) {

t=0.0;

a=i;

for (1=i; 1<=nv; 1++) {
if (fabs(Yn[1][i])>fabs(t)) {
a=1;
t=Yn[1][i];
}

}

if (it=a) {
for (1=1; 1<=nv+1; 1++) {
p=Yn[i] [1];
Yn[i]l [1]=Yn[a] [1];
Yn[a] [1]=p;
}

}

if (fabs(t)<TOLG) {
printf("Sistema singular\n");
return 1;

}

for (j=nv+1; j>i; j--) {

9 Atribufdo a Wilhelm Jordan, no livro “Textbook of Geodesy”, 1888. Modifica o método de Gauss (Carl Friedrich Gauss,
~1810), que é similar, mas substitui a varidvel isolada apenas nas equagdes seguintes, sendo seguida por uma série de
substitui¢oes para calcular as demais varidveis.
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Ynlil [j1/= t;

p=Ynl[il [j];
if (p!=0.0)
for (1=1; 1<=nv; 1++) {
if (1'=1)
Yn[11[j]1-=Yn[1] [i]*p;
}
}
¥
return O;

}

Este método tem um tempo de processamento proporcional ao cubo do nimero de equacoes'®. Para
analise de sistemas muito grandes, métodos de solucao de sistemas esparsos sao usados. Estes métodos
exploram eficientemente o fato de existirem muitos zeros nas matrizes e vetores, e evitam operagoes
com estes elementos. Um outro problema que ocorre com sistemas muito grandes é acumulagao de erro
numérico. Métodos iterativos como o de Gauss-Seidel'! podem ser usados em vez de métodos algoritmicos,
para reduzir o niimero de operagoes e acumulagao de erro.

Sistemas algébricos podem ser resolvidos pelo método de Cramer!'?, que s6 requer multiplicacoes e
somas. O método diz que a incégnita ey do sistema [G,)é = i, é obtida como:

Gl
e =

[Gn]l
onde [Gni] é a matriz obtida substituindo-se a coluna k de [G,] por 4,. |..| é o determinante. Os

determinantes, se calculados pelo método usual que s6 usa multiplicagoes e somas, requerem um ntimero de
operagoes proporcional ao fatorial do tamanho das matrizes, embora matrizes com muitos zeros permitam
economizar muitas operagoes. Isto fica rapidamente invidvel para cdlculo numérico, mas é util para
sistemas algébricos, que usualmente nao sao muito grandes, sob pena de expressoes muito complexas nas
solugoes.

Uma interessante possibilidade da anélise algébrica é o calculo de expressoes aproximadas. Para isto,
depois de uma analise algébrica completa, que vai calcular as solugbes como razoes de somas de produtos,
estes produtos sao avaliados com valores tipicos para os elementos, e termos despreziveis em relagao aos
demais da mesma soma sao descartados. Os termos restantes formam expressoes aproximadas para as
solugoes.

1.4 Analise no estado permanente senoidal

Uma simples extensao do sistema nodal para andlise de circuitos resistivos é a andlise no estado per-
manente senoidal. Nesta andlise, assume-se que todas as tensoes e correntes sao senoides na mesma
frequéncia, tendo transientes j& terminado, como se o circuito estivesse operando ha muito tempo, e usa-
se a similaridade entre operagoes envolvendo senoides e operagoes com numeros complexos para reduzir o

100 método de Gauss é mais rapido, se todas as operacdes forem feitas. Para n equacdes, ele realiza aproximadamente
% operagoes para n grande, entre multiplicagoes, divisdes, somas e subtragoes, enquanto o método de Gauss-Jordan realiza
aproximadamente n® operagdes. Outro método igualmente eficiente é o da “fatoragdo LU” (Alan Turing, 1948). Entretanto,
com a economia de operagoes evolvendo zeros, como no exemplo, frequentemente o método de Gauss-Jordan é mais rapido.

1No método de Gauss-Seidel (Philipp Ludwig von Seidel), a partir de uma estimativa inicial da solugdo, usa-se a primeira
equagao para recalcular a primeira varidvel, a segunda equagao para recalcular a segunda variavel, etc. Um método similar
é o de Jacobi (Carl Gustav Jakob Jacobi), onde a atualizagdo da solugdo é feita apds se percorrer todas as equagdes, em vez
de apds cada calculo. Estes métodos em geral s6 convergem se a matriz do sistema tiver a diagonal principal dominante.

12Método descrito pelo matemdtico Gabriel Cramer, no livro “Introduction & ’analyse des lignes courbes algébriques”,

1750.
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problema & andlise de um circuito resistivo linear com elementos complexos'3. Cada sinal é representado
por um “fasor” correspondente, um nimero complexo, seguindo a regra:

Acos(wt) + Bsin(wt) < A — jB

Com isto, é evidente que somar sinais ou multiplica-los por constantes é equivalente a fazer as mesmas
operagoes com os fasores que os representam. Apenas estas operagdes sdo necessdrias para resolver
um circuito resistivo. No caso de circuitos reativos, contendo capacitores, indutores e transformadores
(lineares e invariantes no tempo), sdo ainda necessarias diferenciacoes e integragdes. A diferenciacao
equivale a uma multiplicagao por jw :

d
%(A cos(wt) 4+ Bsin(wt)) = —wAsin(wt) + wB cos(wt) < jw(A — jB) =wB + jwA

A integracao equivale a uma divisao por jw . Note que o termo constante gerado na integragao, que
é parte da resposta “transiente”, que se supoe que desaparece com o tempo, é ignorado.

t

. A B A B B
(A cos(wt) + Bsin(wt))dt = 5 sin(wt) — ” cos(wt) T 5 sin(wt) — ” cos(wt) + o

o

1 ) B A
& —(A-jB)=—-———j—
Jjw w w

Uma relacao util também é:

Ap cos(wt 4+ ¢) = Ag cos ¢ coswt — Ag sin ¢ sinwt

O fasor correspondente, onde nao ocorre a aparente troca de sinal, é:

A+ jB = Agcos¢+ jAgsing = Agel?

Assim, um sinal cossenoidal com amplitude Ay e fase ¢ corresponde ao fasor Age’?, e o sinal no tempo
pode ser recuperado do fasor como:

Re(Age’e’“") = Re(Age?" %) = Ag cos(wt + ¢)

Esta relagao é 1til para demonstragoes das propriedades dos fasores, mas a simples equivaléncia da
parte real do fasor com cosseno e da parte imaginaria com menos seno é suficiente para a andlise de
circuitos.

1.4.1 Capacitores e indutores

Usando estas equivaléncias, pode-se entao descrever capacitores e indutores lineares e invariantes no
tempo como resistores e condutores imaginarios, na forma:
dj

| & V(juw) = jwLJ (jw)

Indutores: v(t) =L
ndutores: v(t) o

d
Capacitores: j(t) = Cd—: & J(jw) = jwCV (jw)

13Este tipo de anélise foi formalizado por Charles P. Steinmetz, no artigo “Complex quantities and their use in electrical
engineering”, Proc. International Electrical Congress, Chicago, p. 33, agosto de 1893. A ideia ji era conhecida na forma
de diagramas vetoriais. B interessante ver o comentdrio de Steinmetz que segue ao artigo de E. A. Kennelly, “Impedance”,
Trans. of the American Institute of Electrical Engineers, vol. X, p. 119, abril de 1893, onde a ideia é também discutida.
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Diz-se entao que indutores tem uma “reatancia” Xy (w) = wL , correspondendo a uma “impedéancia”
. (jw) = jwL e que capacitores tem uma reatancia X¢c(w) = —1/(w correspondendo a uma im-
Z L t t t X 1/(wC), dend
pedancia Z¢(jw) = —j/(wC). Ao inverso da reatincia chama-se “suscepténcia”’ (termo pouco usado).
Ao inverso da impedancia chama-se “admitancia”, que para indutores vale Y7 (jw) = —j/(wL) e para
capacitores Yo (jw) = jwC. Impedéncias e admitancias correspondem a resisténcias e condutancias em
circuitos resistivos, tendo as mesmas unidades.

1.4.2 Transformadores
Transformadores sao descritos por uma generalizacao do caso do indutor, usando matrizes de indutancia
[L] e vetores de tensoes e correntes:

-

(0) = (1% & V(ju) = julI](jw)

Para a analise nodal, é necessario ter as correntes em funcao das tensoes. Para indutores isolados,
basta usar:

Para um transformador, inverte-se a matriz [L], obtendo a matriz de induténcias reciprocas [I'] :

Jljw) = jiw[rmjw)

Para um transformador com dois enrolamentos, por exemplo, as equagdes usando a matriz [L] seriam:
Vi(jw)

- .W[Ll M12] [Jl(jw)]
VaGio)] T Moy Lo | [ i)

onde M1 = Ma; = M em qualquer transformador real, e as equagdes usando [I'] seriam:

Jigw)| 1 T Thel | Vi(jw)
Jo(jw) Jw |Tyy Tag| |Va(iw)
onde:
Ly
Py=——2
11 L1L2 — M27
Ly
Pyp = —4
22 L1L2 — M27
—M
Tip=To = —
12 P Ve

Note que M < +/LqLs em qualquer transformador real. O coeficiente de acoplamento do transforma-
dor é definido como k = \/%, e é sempre menor ou igual a 1. O caso k = 1 é chamado “acoplamento
cerrado”, e ndo pode ser tratado diretamente na anélise nodal normal, pois nao existe a matriz [I] .
Um recurso no caso pode ser diminuir a indutancia de L; ou Lo, mantendo M, e compensar o efeito
adicionando um outro indutor em série com aquele lado do transformador, de forma a ter de volta a
indutancia original. Isto acrescenta um né ao circuito, mas agora a matriz [L] é inversivel (embora talvez
corresponda a um transformador nao fisico, com k > 1), e a andlise fica exata. Para outra forma de
tratamento, ver a analise nodal modificada adiante.
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Pode ser observado pelas equagoes que o transformador de dois enrolamentos equivale a um circuito
com dois indutores e dois “transcondutores indutivos” (mais propriamente, talvez, “transadmitores”), ou

“transindutores”:
11

@ . ©
P
L Lo = = > =
ey, vy,
® @D

® @

Figura 1.11: Transformador de duas bobinas para analise nodal.

Com mais enrolamentos, cada ramo tem, em paralelo, um indutor e transcondutores indutivos con-
trolados por todos os outros ramos.

1.4.3 Estampas dos elementos reativos

As estampas destes elementos (figura 1.12) na andlise no estado permanente senoidal seriam entao:

O, O, NG

O,
1
g) @ ® @

Figura 1.12: Elementos reativos: Capacitor, indutor e transformador de duas bobinas.

Capacitor:
a b
a[+jwC —jwC] | Ealjw) RE
b|—jwC +jwC| | By(jw) )
Indutor:
a b
[rsr o [
b oL er Ey(jw) .

Transformador com duas bobinas:
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a b c d
Iy Iy Lo Iy
a +jw Jw +jw Jw Ea(jw)
_ Ty Iy Do ISP .
bl =% The Th Tie | |Eb(w)|
Py Ty Iap Doy E.(jw)|
1750 e Tie T )
d|_Lzn 4T _T22 T2 Ea(jw)
Jjw Jjw Jjw Jjw

1.4.4 Fontes independentes

Fontes de corrente, resistores e transcondutores sao tratados como na andlise nodal de circuitos resistivos.
A tnica diferenca é que os valores das fontes de corrente sao fasores, correspondendo as formas de onda
de corrente de acordo com a relacao:

i(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) < I(jw) = A —jB

A formulagdo admite também elementos como resistores e transcondutores com valores complexos
fixos, que podem ser 1iteis em certos estudos, como o de “filtros complexos”.
O sistema nodal tem entao a forma:

[V (jw))E (jw) = Tn(jw)

onde [Y;,(jw)] é a “matriz de admitancia dos nés”, e a solugdo E(jw) é um vetor de fasores, correspondendo
as tensoes nodais pela relacao usual.

Exemplo: Seja o circuito da figura 1.13:

@ + v —

Figura 1.13: Circuito para anélise em jw.

O sistema nodal correspondente para analise no estado permanente senoidal pode ser montado observando-
se a rede, diretamente, ou pelas estampas. O resultado é:

INT Tio

S e, o [l T
jw jw 1 R L R L L 2 .]w) —

0 +G - - +=2z | LEalw) 0

Com os dois lados do transformador aterrados, somente quatro das 16 entradas da estampa aparecem.
A fonte cossenoidal é representada por seu fasor, que é real positivo. Se a entrada fosse senoidal, o fasor
seria imaginario negativo.
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4

1.4.5 Linhas de transmissao!

I
—>

+

Wi

_O P —

Figura 1.15: Equivalente da linha de transmissao sem perdas.

Um outro elemento que pode ser facilmente tratado pela andlise no estado permanente senoidal é a
linha de transmissao. A linha sem perdas equivale a um par de condutores paralelos com um material die-
létrico entre eles (pode ser apenas ar), em que é considerada uma indutincia por unidade de comprimento
L e uma capacitancia por unidade de comprimento C', como mostrado na figura 1.15, exemplificando a
linha como um cabo coaxial. Linhas de transmissao modelam interconexoes operando em alta frequén-
cia. Para andlise nodal, a linha pode ser modelada por duas admitancias e duas transadmitancias, como
mostrado na figura, que resultam das equacoes, ndo demonstradas aqui:

{Jl(jw)] _ {yn y12} {Vl(jw)} _J

1 1
tan(wT) sin(wT)
1 1
sin(wT) tan(wT)

{Vl (jw)}

Jo(jw) Y21 y22| |Va(jw) Zo Va(jw)

onde Zy = ,/é ¢é a “impedancia caracteristica” da linha, e T = [v/LC, com [ sendo o comprimento da

linha, é o atraso da linha. O modelo equivale ao da figura 1.15 se:
IL TZ
Lizfzi()? Cz‘:g:i
n n n nzy

como se deduz das expressoes para Zy e T, onde n é o numero de secoes, que deve ser grande.
Com alguma complexidade adicional se pode tratar a linha com perdas, que segue as equagoes:

{Jl (jw)] _ 1 {Vl (jw)}

Jo(jw)|  Zy Va(jw)

cothyl  —csch A1
—csch vyl coth~yl

onde a “impedancia caracteristica” Zj e a “constante de propagacao” v valem:

14Material opcional.
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_ JjwL+ R _ - -
Zo=\weta 7 V(jwL + R)(jwC + G)

onde R ¢é a resisténcia por unidade de comprimento, G a condutincia entre os condutores por unidade
de comprimento, e [ novamente o comprimento da linha. Neste caso Z; e v sao valores complexos que
dependem da frequéncia w. No caso sem perdas Zy é real, fixa, e v = jwyv/LC é imaginria. Nao hé
problema em considerar perdas que dependam da frequéncia, se necessario. O modelo é usualmente
considerado com um terminal comum entre as duas portas, j4 que nao faz sentido uma linha com sinais
de modo comum diferentes nos dois lados (a conexao poderia ser feita por outra linha de transmissao,
esta com terminais comuns). Uma diferenca entre este elemento e os elementos LCM é que a frequéncia
w aparece envolvida em funcoes, e entdo nao é possivel mais exprimir as solugoes do circuito em razoes de
polinémios de w. Note-se que estes modelos nao podem ser aplicados para w = 0, o que também acontece
para os indutores na andlise nodal simples, que também existem na linha. Isto é possivel, entretanto,

- =

com a inversao das relagoes J(jw) = [Y (jw)]V (jw) e o uso da andlise nodal modificada (adiante).

1.4.6 Aplicacoes da andlise no estado permanente senoidal

A aplicacao bésica, de analise de um circuito no estado permanente senoidal para uma tnica frequéncia
serve para andlise de circuitos de energia elétrica em CA (corrente alternada), por exemplo. Circuitos
multifasicos podem ser facilmente analisados com a técnica.

Exemplo: Seja o circuito trifisico'® da figura 1.16, que representa uma fonte de sinal trifisica em 60
Hz (w = 2760) ligada a uma carga em “A” desbalanceada através de impedancias indutivas.

Vs cos(wt 4 2F)

V3 cos(wt — 2F)

Figura 1.16: Rede trifasica.

Um sistema nodal para o cdlculo das tensoes sobre a carga, usando equivalentes Norton para eliminar as
fontes de tensao, fica na forma abaixo. Observe-se como sao gerados os fasores de entrada, correspondendo
aos angulos das fases. Para um sinal com &ngulo ¢ o fasor vem da equivaléncia Agcos(wt 4+ ¢) <
Ap(cos ¢ + jsin @).

. 1 1 1 . . Vi
wWwC+ %+ 755 —& —jwC B4 (jw) e

1 1 1 1 1 . Va(— 11
~R ET el TR Tl Ey(jw)| = | 2=
—jwC ~5eL JwC+ 5 + ot | [ Ps(iw) w—%—g@)

Jwls

150s sistemas de distribuicdo de energia elétrica sdo quase sempre assim, e anslise destes sistemas foi motivacdo para o
desenvolvimento da anéalise com fasores.
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1.4.6.1 Calculo de resposta em frequéncia

Uma aplicagao importante é a obtencao de respostas em frequéncia, onde se quer gréaficos de como
variam o médulo em a fase de uma saida quando a frequéncia de uma entrada é variada. Para isto, basta
analisar o circuito no estado permanente senoidal variando a frequéncia. Se o calculo for de uma fungao de
transferéncia, a entrada pode ser feita unitaria, sendo entao a saida a propria funcao desejada. Usualmente
s@o calculados o médulo em decibéis e a fase em graus. Para um fasor Fy(jw) = A(jw) + B(jw):

|Ex(jw)| dB = 20log /A2 + B2 = 10log(A2 + B?)

B
SeA>OeB>O:>tan’1Z
. 180 B
ZEk(Jw):7>< SeA<OeB>0:>tan_1Z—|—7r
B
SeA<OeB<O:>tan’1Z—7r

A escolha das frequéncias onde realizar a andlise deve ser com espacamento uniforme, dependendo de
que tipo de escala de frequéncia seja usada. Para n pontos com espagamento uniforme entre as frequéncias
w1 € wo, comega-se Por w; e soma-se o incremento Aw = #2=F1 para cada nova frequéncia. Para escala
logarftmica, comega-se também com w; e multiplica-se a frequéncia por § = "V/wq/wy para cada nova
frequéncia. Para frequéncias f em Hz basta usar w = 2x f.

Pode-se calcular também o atraso, T'(w) = —LE"'#(W), e o atraso de grupo, Tg(w) = —-L ZE,(jw).
Estas medidas servem para avaliar o quanto um sistema conserva corretamente a relagao entre os com-
ponentes espectrais de um sinal, que normalmente devem ser igualmente atrasados. A funcgdo atraso
pode ser diretamente calculada, mas como a fase pode conter multiplos de 7 rad/s, pode apresentar
aparentes descontinuidades. A funca@o atraso de grupo nao as apresenta, mas pode ser avaliada apenas

aproximadamente com derivadas discretas em uma andlise normal de resposta em frequéncia'S.

Exemplo: Seja calcular a resposta em frequéncia da saida V, em relagao a entrada V;, no circuito da
figura 1.177.

®

Vo

Figura 1.17: Circuito de onde calcular da funcao de transferéncia 3=

em frequéncia.

(jw) e obter os gréaficos de resposta

O circuito pode ser modelado para a analise nodal na forma da figura 1.18. O amplificador operaci-
onal'® forma um amplificador de tensdo com ganho unitdrio. Na entrada é feito um equivalente Norton

160 céalculo exato é possivel a partir de uma anélise de sensibilidades [11], como a feita no programa Sensi. Ver sessio
6.6.

17Um filtro ativo passa-baixas de Sallen e Key [17], com amplificador com ganho unitdrio

18Um tratamento geral do amplificador operacional estd em secdo mais adiante.
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entre V;, e Ry, e o amplificador de ganho unitario é transformado por um equivalente Norton com o
capacitor C7. Restam dois nds, e como no circuito original V, = e3 = e, a saida estd no né 2.

a) b)
R1 R2 @ ey Cl R2 @
@ q

02 Cl
O R I v

= =

Figura 1.18: a) Modelo. b) Modelo para andlise nodal, com equivalentes Norton feitos.

O sistema nodal correspondente é:

ij1 + RLl + RLZ TRy ij’l
1 . 1
— & JwCs + -

Achando FEs(jw) para Vi, = 1 pelo método de Cramer:

_1
R Ry _

jwC' : 1 1 1 1 j
—w?C1C2 + I WO (g ) T mm TR TR T Rs

VV; (jw) = Ba(juw) =

1
R1R2C.1C>

2. 1 T 1
w +JW(R101 + chl) + mmcics

O moédulo e a fase valem:

1
R1R2C1Co

1 1 1
\/( mmoc — W) Wi ge + me)?

V, 1 1 1
J o ;. - I . L L
<Vi (]w)) <<R1320102 “ > T <R101 * R2CI>>
1

O circuito faz um filtro passa-baixas ressonante de segunda ordem, com ressonancia em wy = STV eIt
1420102

Vo
Vi

()| =

Para resistores iguais, gera uma amplificagdo na ressonancia, ou fator de qualidade, @ = 3 % As cur-
vas de modulo e fase, para o caso de Ry = Ry, =1, C; =10F e C; = 0.1 F, s@o mostradas com varias
possibilidades de escalas na figura 1.19, para a frequéncia variando entre 0.1 e 10 rad/s'?. A ressonancia
fica em 1 rad/s, com fator de qualidade de 5. A fase comeca em 0° em baixa frequéncia, passa por —90°
na ressonancia, e termina em —180° em alta frequéncia.

1.4.6.2 Resposta a um sinal periédico qualquer

A resposta a um sinal periédico qualquer pode ser obtida decompondo a entrada em série de Fourier de
senos e cossenos, e realizando a andlise de estado permanente senoidal para cada componente da série.

19Graficos obtidos com o programa mnarf, com 1000 pontos.
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Se a s

Lin
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Uma andlise com w = 0 deve ser feita com entrada constante Ay, depois uma andlise em w = wy com
entrada A; — jBj, depois uma andlise com w = 2wy com entrada Ay — jBs, e assim por diante. Com
os fasores de saida calculados correspondentemente como Fj(0) = Cy, Ex(jwo) = C1 — jD1, Er(2wy) =
Cy — jDa, etc., a salda eg(t) vale:

er(t) = Co + Cy cos(wot) + Dy sin(wot) + Co cos(2wpt) + Da sin(2wot) + ...

E possivel combinar nesta andlise sinais de periodos diferentes, somando no tempo os resultados
obtidos das anélises dos componentes das séries de todas as fontes, calculados separadamente. Com este
método se pode também obter aproximadamente respostas transientes, por exemplo usando no lugar de
uma fonte em degrau uma onda quadrada de baixa frequéncia. A cada transicao se tem uma aproximacao
da resposta ao degrau.

Exemplo: Seja a andlise do circuito da figura 1.20, onde a excitagdo é uma onda quadrada de 1 Hz
com valores entre 0 V e 1 V. Usando um equivalente Norton para a fonte de tensao com Rj, o sistema
nodal é, com Fll = F22 = 25/9 (§ F12 = F21 = —20/9:

1 I I . Vin(jw
R R [El(qw)} _ {R(f ’]
L g lel | By(jw) 0

I @ k @
O
m(t)évw—mé ng %RQ
T

Figura 1.20: Circuito com excitagao periédica nao senoidal. Ry = Ry = 1), L1 = Ly = 1H, k= 0.8.

Truncando a série de Fourier da onda quadrada apds o termo de ordem 11, a série truncada para

1 (t) = Lﬁi’f) vale:

iin(t) = Co + C1 sin(wot) + Cs sin(3wot) + Cs sin(bwot) + Cr sin(Twot) + Cy sin(9wot) + C11 sin(11wot)

onde Ch =05¢e C, = %, k=1,3,...,11 e wg = 2. O circuito é entao analisado para todos os termos
da série, nas frequéncias correspondentes:
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I, =05,w=0:FE=0;FE,=0

L, = —%,w =2m: E; = —0.127164 — 0.1209485; E5 = +0.183017 — 0.5107335

L, = —%,w =67 : By = —0.0231701 — 0.006882785; E» = +0.0294191 — 0.205145

Ly, = —%_,w =107 : E; = —0.00875637 — 0.001552845; E5 = +0.0110072 — 0.1257315
L = —%,w = 147 : B} = —0.0045292 — 0.00057292275; E5 = +0.00567778 — 0.0903583;
L, = —gé,w = 187 : By = —0.00275551 — 0.0002709475; E5 = +0.00345037 — 0.07045787

2
Ly = Y= 227 : E; = —0.00184993 — 0.0001487865; 5 = +0.0023151 — 0.0577225
s

Foram omitidos os resultados das analises nos harmonicos pares de wy, ja que a entrada é nula nestas
frequéncias. Fazendo-se a volta para o dominio do tempo as duas tensoes nodais valem:

e1(t) = —0.127164 cos(2nt) + 0.120948 sin(27t) — 0.0231701 cos(67t) + 0.00688278 sin(67t) + ...
e5(t) = 0.183017 cos(27t) + 0.510733 sin(27t) + 0.0294191 cos(67t) + 0.20514 sin(67t) + ...

Plotando os resultados, tem-se a figura 1.21. Observe-se o “fenémeno de Gibbs”, as oscilagoes nas
transigoes abruptas de sinal em v;,,(t) e e1(t), onde a série de Fourier ndo converge. Colocar mais termos
na série apenas aumentaria a frequéncia destas oscilagoes, sem alterar sua amplitude junto as transicoes.
Este fendmeno limita seriamente a utilidade desta forma de analise.

1.1
Ttxl
2hx2
Fbxwin

0 I tz] I 3

Figura 1.21: Resultado da andlise usando séries de Fourier, para os dois nés e v, ().
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1.4.7 Solucgao do sistema complexo

O sistema numérico gerado tem coeficientes complexos. A solugao é feita com os mesmos algoritmos
usados para sistemas reais, mas com operagoes complexas. Como multiplicagGes sao as operagoes fre-
quentes na solugao que gastam mais tempo, e uma multiplicagao de nimeros complexos equivale a quatro
multiplicagoes reais, o tempo de solugao é aproximadamente quatro vezes maior para o mesmo nimero de
equagoes. Note-se que é possivel usar apenas trés multiplicagoes diferentes para multiplicar dois valores
complexos, o que pode economizar algum tempo:

(A+jB)(C +jD) = (AC — BD) + j(AD + BC) = (AC — BD) + j((A + B)(C + D) — AC — BD)

H4 algo similar também sobre a divisdo de nimeros complexos (que é menos usada nos algoritmos, e
entdo a ideia nao é tao 1util). A forma normal requer seis multiplicagdes e duas divisoes:
A+jB AC+ BD n .BC — AD
C+jp - 2+ VD2

E possivel economizar uma multiplicagao:

A+jB AC+BD , (A+B)(C—-D)—-AC+ BD
c+;p_ c*yp2 '’ C? 1 D2
Um problema que aparece nestas expressoes sao os grandes valores gerados pelas multiplicacoes quando

os valores multiplicados sao grandes. Uma faixa maior é ganha quando se evita as multiplicagoes, usando
apenas divisoes, supondo que C e D nao sao nulos:

A+jB 5+
C+jD  §+

+J

O|Qlw

+

SlQlblw
Qlo|Qle

C
E possivel formular o sistema em forma semialgébrica, com os coeficientes sendo polinémios de jw e
]%7 para circuitos RLCM-+fontes, e resolver o sistema resultante pelo método de Cramer, usando somas e
multiplicagoes de polinémios apenas. Esta técnica é til para acelerar o cdlculo de respostas em frequéncia,
pois uma vez encontradas as solugoes, em forma de razoes de polinémios de jw, é rapida a avaliagao para
diferentes frequéncias. Isto é mais convenientemente feito com a analise em transformada de Laplace.

1.5 Analise nodal em transformada de Laplace

Uma forma similar de andlise para circuitos lineares e invariantes no tempo ¢é a analise em transformada
de Laplace??, que permite calcular exatamente formas de onda incluindo transientes, para excitacdes com
qualquer forma de onda que admita a transformada. Basta aplicar a transformada de Laplace as relagoes
de definicao dos elementos, e considerar sinais por suas transformadas de Laplace. O procedimento é
similar ao usado na anélise por fasores, mas agora as condigoes iniciais tem que ser consideradas também.
Algumas fungdes tteis e propriedades, que aparecem com frequéncia nestas anglises sdo mostradas na

20 A transformada de Laplace foi desenvolvida por Pierre-Simon de Laplace, em 1779, como um método para a solucdo de
equagoes diferenciais lineares. Ideia similar j4 tinha sido usada por Léonard Euler em 1763. Sua utilidade para anilise de
circuitos decorre dos trabalhos de Oliver Heaviside, no fim do século XIX, que a redescobriu e popularizou em seu “cédlculo
operacional”, usando o operador p, com significado de diferenciacdo com fungdo similar & do s de Laplace. Trabalhos
posteriores geraram a forma em uso atualmente. Ver o artigo de Heaviside, “On operators in physical mathematics”,
Proceedings of the Royal Society of London, V. 52, pp. 504-529, 1893.
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tabela 1.12'. A volta ao dominio do tempo é feita de acordo com os equivalentes no tempo das transfor-
madas calculadas, o que usualmente requer uma expansao em fragoes parciais com identificacdo termo a
termo com uma tabela assim.

Caso geral da transformada de Laplace: z(t) < X (s) = / x(t)e tdt
Propriedade de linearidade: ax(t) + by(t) <= aX(s) + bY (s)

d
Diferenciagao: ﬁx(t) <~ sX(s) —x(0)

X(s)

¢
Integragéo: /x(t)dt<:>7
0 S

Impulso: §(t) <=1

1
Degrau: u(t) < —
s
. n!
Exponencial do tempo: t" <— ——
sn+1
1
Exponencial decrescente: e~ <=
S+ «
nl
Exponencial decrescente com poténcia do tempo: t"e " «—= ———
(s + a)nt!
Senoide: sin(wt) <= ———
(wt) 2 o?
s
Cossenoide: cos(wt) — ———
52 + w2
w
Senoide amortecida: e~ sin(wt) <= ————
(s 4 a)? + w?
. . _ S+ «
Cossenoide amortecida: e~ *" cos(wt) = —————
(s+a)? +w?
K K*

Senoide amortecida geral: 2|K|e™*" cos(wt + Z/K) <=

s+a—jw+s+a—|—jw
Atraso: z(t —T) <= e *T X (5s)

Tabela 1.1: Tabela de transformadas de Laplace.

1.5.1 Elementos RLCM

Tratando os elementos reativos por suas relagoes integrais:

210 atraso ndo gera funcdo em razdo de polindmios de s Em sistemas que tenham apenas atrasos pode-se substituir
z =T e ter entdo a “Transformada Z”.
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Resistores: v(t) = Rj(t) & V(s) = RJ(s)

Indutores: j(t) = 5(0) +

O indutor tem entao em paralelo uma fonte de corrente em degrau representando sua corrente inicial,
e o capacitor tem em série uma fonte de tensao representando sua tensao inicial, também em degrau.
O transformador gera uma corrente inicial em degrau em paralelo com cada indutor, e uma rede de
admitancias indutivas e fontes indutivas de transadmitancia. O capacitor é modelado na anélise nodal
pelo equivalente Norton do modelo, com uma fonte de corrente impulsional em paralelo com o capacitor.

@

- © ® ®
O O
@ Cvab (O) w w @ FLH ¢ ¢ FL” @
O
@ ®

A}

T O
O s [Cd s [ab

® @

Figura 1.22: Modelos para andlise nodal em transformada de Laplace. Capacitor, indutor e transformador
com dois enrolamentos

As estampas dos elementos sdo entdo similares as da andlise por fasores, com s em vez de jw , mas

incluem as condigoes iniciais no vetor de excitagdo como fontes em impulso ou degrau, conforme os
modelos da figura 1.22.

Capacitor com tensao inicial v4(0):

a b
a[+50 SO] Ea(s)| _ |:+C'Ua,b(0):|
b|—sC +sC| | Ey(s) —C'ap(0)
Indutor com corrente inicial jqp(0):
a b
aftis =) [Bae)] _ |7
b _SLL +8LL Ey(s) +an(0)

S

Transformador com dois enrolamentos e correntes iniciais j45(0) € jeq(0):
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a c d i )
a __A,_h _ T +h AT . ]ab(o)

S S S S S

E, (s

¢|4fn Do 4D Do | [Be(s) _ Jea(0)

S S S S Ed(s) . s
e R 0

A andlise pode ser semi-algébrica, com valores numéricos e a variavel “s”, resultando em um sistema
de equagbes envolvendo polinémios de s e 1/s, e uma solugdo em transformada de Laplace na forma
de razao de polinémios de s. Métodos numéricos para a solucao destes sistemas serao discutidos mais

adiante. Uma solugao totalmente algébrica é certamente possivel também, mas para circuitos de ordem
alta as expressoes obtidas podem facilmente ficar enormes??.

Exemplo: Seja o circuito da figura 1.23. O sistema de equacgoes nodais toma a forma:

R
NV
+ v —

J11(0) J12(0) 7(0)
D= M= (j) P
I(S)CP Ly Ly TC’ l Guy

T

Figura 1.23: Circuito para anélise em transformada de Laplace.

g4 fz -7 Ei(s) —I(s) — jra(0)/s
a0 24O i Ea(s)| = |Cve(0) = jr(0)/s — jr2(0)/s
-+ +G -x L+ 1 -Gl |Es(s) +71(0)/s

1.5.2 Linhas de transmissao?®

E possivel tratar linhas de transmissao usando transformadas de Laplace. A rede pode ser tratada como
no caso do estado permanente senoidal (figura 1.14), com as equagoes:

20 - % )

onde a impedancia caracteristica Zy e a constante de propagacao v agora valem:

cothyl  —csch vl
—csch vyl coth~l

22Uma possibilidade é a obtencdo de expressdes aproximadas para as transformadas. Depois da andlise algébrica exata,

valores numeéricos sdo substituidos e termos despreziveis em somas sao identificados. Os mesmos termos sao entao eliminados
das expressoes algébricas.

23Material opcional
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[sL+ R

O caso sem perdas fica mais simples, com Zy = 1/% e vl = sV LCl = sT. Entao:

14+ 672ST _2675T

COth’yl = m, —csch ’Yl = m

A volta ao dominio do tempo pode ser dificil de se obter analiticamente. E simples verificar que o
modelo da linha sem perdas equivale ao circuito da figura 1.24. Como e~ *T significa um atraso de T
segundos, as condigoes iniciais devem levar em conta um periodo T inteiro das tensoes e correntes nas
duas extremidades da linha. No caso com perdas em geral é mais pratico aproximar a linha como uma
série de segoes Z = sL + R em série, Y = sC + (G em paralelo, cada uma com suas condigoes iniciais, e
entdo tem-se apenas um circuito RLC. O mesmo pode ser feito no caso sem perdas.

I; P
—> ZO ZO <+
+ +

VleisT
Vi Va
—sT —sT —sT
~ 5 Ire Ve Ilie o —

Figura 1.24: Modelo da linha de transmissao sem perdas.

1.5.3 Aplicagoes da analise em transformada de Laplace
1.5.3.1 Calculo da resposta completa

A aplicacdo fundamental é a solugdo de circuitos lineares invariantes no tempo, obtendo a solu¢do com-
pleta para qualquer conjunto de entradas e condigoes iniciais, como ilustrado nos exemplos anteriores.
A andlise é algébrica ou semialgébrica, com polinomios de s e % A volta ao tempo pode ser proble-
matica numericamente, devido a necessidade de encontrar as raizes de um polinémio. Se entradas com
transformadas de Laplace mais complexas que a do degrau e do impulso estiverem presentes, pode ficar
mais simples calcular as respostas ao impulso unitario devidas a essas entradas, e depois multiplicar pelas
transformadas, separando a resposta a entrada zero, devida as condigOes iniciais, da resposta ao estado

zero, devida as entradas.

Exemplo: Uma “Bobina de Tesla™? (figura 1.25) é formada por dois tanques LC que ressonam na
mesma frequéncia quando separados, acoplados através dos indutores. Se o coeficiente de acoplamento
tem certos valores (k = 2217227 com a e b dois inteiros com diferenca impar, que definem o modo a : b de
operagao, como 1 : 2, 2: 3, 2: 5, etc.), apés um certo nimero de oscilagdes (b/2 ciclos) toda a energia
que é colocada em um dos capacitores é transferida para o outro capacitor. Com elementos no primério
¢ _ Ly
Cs Li°
grandes, ocorre grande aumento de tensao, o que torna o circuito util na geracao de pulsos de alta tensao.
A transferéncia mais rapida de energia é obtida quando k& = 0.6, correspondendo ao modo a : b=1: 2,

L, e C1, e no secundario Ls e Co, HA um ganho de tensao igual a Se essas razoes sao

24Desenvolvida por Nikola Tesla, 1891. Transformadores ressonantes foram dos primeiros circuitos elétricos nao triviais
a serem estudados, devido a sua aplicagdo em sistemas primitivos de rddio. Circuitos que se comportam de forma similar
podem ser gerados de muitas outras formas, e com circuitos de ordem maior que a quarta [22].
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com transferéncia em um tnico ciclo de oscilagdo. A tnica excitagao do circuito é a tensio inicial em Cf,
e o circuito entao opera com a resposta a entrada zero?®.

® «w ©®
7N\
[ ] [ ]
< IF 1H§ 100H =< 0.01F
aa

Figura 1.25: Bobina de Tesla.

AY

=+

A matriz de indutancias reciprocas vale:

=[5 - m- 5

64 64
E o modelo para andlise nodal é o da figura 1.26

1A < o5H 64H ~ i F
1F
649

.El

AY
]

AY
]

Figura 1.26: Modelo nodal para a bobina de Tesla.

O sistema nodal fica sendo:

St+8. ok {El(s)] _ H
623 ﬁ + 64113 E2(s) 0

As solugoes sdo:

100

Bi(s) = o B By =
st + 100 s2 + 1007 2 s+ 100 2 + 16040
Expandindo em fragbes parciais aparecem cossenos:
%s 25 5s 58
Ei(s) 3 ery Ez(s):W* 2 1

el COS\/>t+COS\/> —5COS\/> 5005\/>

25Existe uma, outra, versio da bobina de Tesla, desenvolvida mais recentemente, que tem uma fonte de excitacio alternada
em série com o capacitor primério e opera com a resposta ao estado zero [16]. E uma forma mais conveniente para controle
eletrénico, permitindo impressionantes demonstragdes em que grandes faiscas elétricas sdo geradas de forma a tocar musica
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Quando t = 0, os cossenos de e; se somam e os de es se subtraem. Toda a energia estd no primeiro
capacitor. Ap6s um ciclo da maior frequéncia (as duas estdo numa razado de 1 : 2), os cossenos de e; se
subtraem e os de e; se somam. Toda a energia estd no segundo capacitor, que fica com —10 V. As formas
de onda sao mostradas na figura 1.27.

A

e2(t)

+1

. |

Figura 1.27: Formas de onda para a bobina de Tesla com k = 0.6.

1.5.3.2 Analise de circuitos lineares por partes

Uma 1til extensao é a andlise de circuitos nao lineares ou variantes no tempo, em que os elementos mudam
de modelo quando certas condigbes ocorrem, mas continuam com modelos lineares. A solucédo é calculada
pela transformada de Laplace com o modelo inicial do circuito, e a solugao no tempo é seguida até que
ocorra um evento que cause uma mudanca de modelo. Pode ser um instante de tempo atingido, no caso
variante no tempo, ou uma condigdo sobre a solu¢ao do circuito, no caso nao linear. As condicOes finais
calculadas sao entao transformadas em condi¢Ges iniciais para o novo modelo, e o processo é repetido
até a ocorréncia do proximo evento. A andlise feita assim é exata, desde que os instantes e limites
dos eventos que mudam o modelo sejam determinados precisamente. A técnica é entretanto problemética
numericamente, devido a volta ao tempo e a necessidade de refinar os instantes onde ocorrem as mudangas
de modelo.

1.5.3.3 Caélculo de resposta em frequéncia

Para andlise manual de circuitos, a analise no estado permanente senoidal em forma algébrica ou se-
mialgébrica fica mais simples se feita com s em vez de jw, ficando entao transformada em um calculo
da resposta ao impulso (com entradas em cosseno, fasores reais, se tornando impulsos na transformada
de Laplace). Obtida uma solucdo, basta fazer s = jw para ter o resultado para o estado permanente
senoidal.

A partir dos polindémios (para redes RLCM) de s assim obtidos, podem ser feitos também cédlculos de
frequéncias naturais, polos e zeros, como se vera adiante.

Exemplo: Seja calcular a resposta em frequéncia entre V;,, e E5 no circuito da figura 1.20. O resultado
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é interessante pois permite avaliar como projetar um transformador a ser ligado entre resisténcias dadas.
O sistema nodal a resolver é o mesmo daquele exemplo, com jw substituido por s:

1, r r i (5
hpet Tme) e
e e R 10 0
O resultado é:
Ty
Es (s) = TSRy _ —I'21Ras
Vi o T b _Lepa 2 4 5T Ry + T Ry) + RiRy(P1aT'er — Tioln)

Substituindo as indutancias reciprocas pelas indutancias:
EQ( ) MRQS
2 (5) =
Vi (L1L2 — M2)82 + S(L1R2 + LgRl) + R1R>

Isto é uma funcao passa-faixa de segunda ordem. Os comportamentos em baixa frequéncia, média
frequéncia e alta frequéncia podem ser obtidos da expressao:

E, M
Baixa f éncia: jw)| ~ —
aixa frequéncia ’Vi (]UJ)‘ le

Média frequéncia: @( jw)| = & em w = &
d NV VN T LiRs + LaRy "V L, - M2

MRy
(LlLQ — M2)w

m

E
Alta frequéncia: ‘VQ (jw)‘ ~

Note-se que o ganho em média frequéncia vale, usando-se M = k+/L1Ls e n = ,/%:

E2('w)‘_ MR2 =k % n
Vi "N T LR+ LRl R+

que é o ganho se fosse usado um transformador ideal com relagao de espiras n multiplicado por k.
Comparando as assintotas de baixa e alta frequéncia com o ganho de média frequéncia, sao obtidos os
dois limites de frequéncia entre os quais o transformador opera com ganho aproximadamente constante,
de forma quase ideal se k =~ 1. Destes limites podem ser calculados o valores necessarios para L e k.
Note-se o compromisso que aparece, pois se L é aumentado para reduzir wy, k tem que ser mais proximo
de 1 para manter ws.

RiR; B R

n2

LiRs+ LoRi Ry + 5 Ly
LRy + LoRy,  Ri+ 13

Limite superior: ws = LiLe M? Tl )

Por exemplo, seja um transformador a ligar entre resisténcias de Ry = 50 2 e Ry = 300 €2, de forma a
produzir o maximo ganho possivel, que deva operar entre 1 MHz e 100 MHz. O méaximo ganho é obtido
com méxima transferéncia de poténcia com k = 1, o que resulta em n = \/Ro/Ry = 2.45, independente
de k. O célculo leva a L; = 3.98 uH, Ly = 23.9 uH e k = 0.979826. A figura 1.28 mostra a resposta em
frequéncia calculada. O ganho méaximo resulta como 1.2, que é o maximo ideal de 1.225 multiplicado por

Limite inferior: w; =
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Figura 1.28: Resposta em frequéncia do transformador entre resisténcias. A fase estd entre £180°.

k. Nas frequéncias limite o ganho maximo fica dividido por ~ v/2, ficando em ~ 0.85. Note-se que por
este calculo existe uma minima frequéncia superior, pois k > 0, de 4.0 MHz com os valores usados.

Note-se que se k = 1 o sistema é de primeira ordem, e nao existe limite superior de frequéncia. E
interessante observar a resposta ao degrau deste circuito. A resposta a um degrau de amplitude V;, é
facil de calcular:

Rg

MR T 3B
+—= 2 Ry

Eo(s) = 2 Vip = ———Viy = V;

2(8) S(L1R2+L2R1)+R1R2 m s+ wq o S+ wq o

Voltando ao tempo:

1 /R
ea(t) = 3\ Rii Vip et

O caso com k < 1 com wy >> w; resulta em duas exponenciais com constantes de tempo préximas de
1/wy e 1/ws, com a segunda determinando o tempo de subida do pulso e primeira o tempo de descida. A
figura 1.29 mostra a comparagao das respostas a um degrau unitario do circuito, com k como calculado

ecom k = 1.
Detalhando o célculo, com o circuito na condicao de maxima transferéncia de poténcia:

MR2 V . knL1R2 V
(LiLz — M?)s? + (L1Ry + LeRi)s + RiRy ™" (L322(1— k?))s2 + 2L  Ras + R Ry

E2 (S) =

A expansao em fracoes parciais fica simples:
1 /R, 1 1
E2 (S) =5 7‘/17'7, ( R - R )
VRS \s+ ity s+ o
No tempo:

26Nesta condigéo, L1 = R1/(2w1), k = /1 — 4w1 /w2, e sempre Ly = n2L.
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1.22474

0 ] 2e-08

Figura 1.29: Inicio da resposta a um degrau de 1 V do mesmo circuito, com k& = 0.9798 e com k = 1.

e2(t) = % V %Vin (6_ et e Llﬁ{k)t)

Note-se que realmente as duas constantes de tempo sdo préximas de 1/wy = 2L1/Ry e 1/wy =
(1 —k?)L1/(2Ry) se k =~ 1.

1.5.3.4 Analise de estabilidade

O determinante da matriz do sistema forma o denominador de todas as transformadas das variaveis, e
na expansao em fragoes parciais gera termos como os da tabela 1.1. Sistemas instdveis geram termos
crescentes do tempo, como exponenciais, rampas e sendides crescentes, em casos sem entradas, na resposta
a entrada zero, e assim podem ser identificados. Estes casos decorrem de apenas dois casos:

e Parte real positiva em alguma raiz do determinante polinomial do sistema.
e Raiz multipla com parte real nula, em zero ou em par de raizes imaginarias.

Na discussao adiante sobre “Frequéncias naturais” isto serda mais detalhado.

1.5.4 Solucao do sistema

Um sistema algébrico pode ser resolvido pelo método de Cramer. Um sistema semialgébrico em polinomios
de s e %, pode também ser resolvido pelo método de Cramer. O problema de operar com poténcias
negativas de s pode ser contornado com a multiplicagdo por s das equagdes envolvendo indutores (isto
pode aumentar os graus dos polinémios mais que o necessério), ou pelo uso da andlise nodal modificada
(adiante)?7.

27Entradas com transformadas de Laplace mais complexas que a do degrau podem ser modeladas. Por exemplo, uma
sendide pode ser gerada com um circuito paralelo LC com condigoes iniciais adequadas para gerar a amplitude e a fase
desejadas. Um amplificador ou fonte controlada acoplaria o gerador assim criado ao resto do circuito. E também possivel
multiplicar toda a equacdo por s? + w? e ficar apenas com polinémios de s.
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1.5.4.1 O algoritmo da eliminagao?®

Um algoritmo similar ao método de Gauss, mas que nao requer divisdes de polindémios, é conhecido para
a solugao de sistemas de equagoes polinomiais com coeficientes numéricos. O método é muito mais rapido
que o de Cramer para circuitos grandes.

Seja um sistema de equacoes polinomiais em s:

Pii(s) Pia(s) -+ Pin(s) Ei(s) Fi(s)
P21(S) PQQ(S) s Pgn(s) EQ(S) B FQ(S)
Por(s) Pua(s) . Pu(s) |Ens)|  |Fu(s)

O algoritmo de solucao é:

1. Parai=1...n:

2. Examinar a coluna i, de P;;(s) até Pp,;(s). Se apenas um polindmio é nao nulo, seja Py;(s), trocar
as equagoes ¢ e k e ir ao passo 7.

3. Fazer k o indice da linha do polinémio com menor grau ndo nulo para k = i...n, Pg;(s).

4. Dividir por Py,(s) todos os polinémios Pj;(s), j = 1...n, j # k achando os quocientes ¢;;(s) e os
restos 7j;(s), de forma que pj;(s) — ¢;i(s)Pri(s) = rji(s).

5. Para todas as equacoes [, [ = 1..n, | # k, fazer equagdo | = equacao [ - ¢;;(s) X equagao k.
6. Voltar ao passo 2.

7. Fim do ciclo.
ORNO)
-
J3
10
T 1F T 1F

L

Figura 1.30: Circuito a resolver pelo algoritimo da eliminagao.

Exemplo: Seja resolver o sistema, que resulta da andlise nodal modificada (ver adiante) do circuito
da figura 1.30:

S 0 1 1
0 s+1;=1| |Eas)| =10
-1 1 s Jg(S) 0

Seguindo o algoritmo:
Hi=1

28 Material opcional. Ver o livro “Basic Circuit Theory”, de Desoer e Kuh, 1969.
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2) Nao hé apenas um polinémio nao nulo na coluna 1.

3) k= 3, P31(8) = —1.

4) Dividindo a coluna 1 por Ps;(s), exceto Psi(s):

s+ —1= —s, resto 0.

0+—-1=0, resto 0.

5) Processando as equagoes 1 e 2:

s—(=8)(-1)=0;0—(=s)l=s;1—(—5)s=s>+1;1— (—s5)0 = 1.
0—(0)(-1)=0;s+1—-(0)1=s+1;—1—(0)s=—1; 0— (0)0 = 0 (melhor omitir se ¢;; = 0).
Resta:

0 s 52 +1 1(5) 1
0 s+l -1 | | Ba(s)]| =10
-1 1 S _J3(3) | 0
2) Trocando as linhas 1 e 3:

-1 1 s _El (3)_ 0
0 s+1i =1 | |Eax(s)| = |0
201 | i

0 S s +1 I J3(S) ]

1)i=2.

3) k=2, PQQ(S) =s+1.

4) Dividindo a coluna 2, a partir do indice 2, por Psa(s), exceto Paa(s):
s+ (s+1)=1; resto —1.

5) Processando a equacéo 3:
s—1(s+1)=-1;s+1-1(-1)=s*+2; 1 -1(0) = 1.

Resta:
-1 1 s Ey(s) 0
0 s+l =1 | |Ex(s)| = |0
29| | 1
0 1 is2+2 JB(S)

3)I€:3, P32=—1.

4) Dividindo a coluna 2, a partir do indice 2, por Psa(s), exceto Psa(s):
(s+1)+—1=—s—1; resto 0.

5) Processando a equagio 2:

s+1—(=s=1)(-1)=0; -1 —(—s—1)(s*+2) =3+ +2s+1; 0 — (—s — 1)1 = s + 1.
Resta:

1 1] 5 En(s) 0
0 0P 82425411 | Ea(s)| = |s+1
0 —1 5242 Js(S) 1

2) Trocando as equagoes 2 e 3:
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1 1] 5 Ei(s) 0
0.1 S42 Ey(s) | = | _1_
0 0:is34+524+25+2 Js(s) s+1
O algoritmo esta completo, encontrando J3(s) = 83+85+r128+1 As demais varidveis podem ser obtidas

a partir do sistema final, ou repetindo o procedimento com colunas trocadas, ja que apenas a tultima
variavel é diretamente calculada. Notar o problema numérico que pode ocorrer no passo 5, onde a
subtracao de dois polinémios pode anular o coeficiente de grau mais alto, mas erros numéricos podem
tornar o cancelamento inexato. E necessirio examinar os polinémios gerados apds as subtragoes para
eliminar termos despreziveis e talvez corrigir o grau. Se um erro na decisao se um valor é nulo ou nao
ocorrer neste passo, o método falha. O método de Cramer nao tem este problema. Os polinémios podem
ser examinados apenas no fim das operagoes.

1.5.4.2 Interpolacao

E possivel também interpolar os polinémios das solugbes. Primeiramente a ordem de complexidade m
do circuito é determinada (pode ser superestimada), que é o grau méximo que os polindmios podem ter.
Considerando apenas entradas impulsionais, inclusive condigoes iniciais, os polindomios entao terao no
méaximo m + 1 coeficientes. Realizando-se m + 1 andlises totalmente numéricas, com valores numéricos
de s, tem-se informacao suficiente para interpolar os polindmios para os numeradores e denominadores
(o mesmo para todas) de todas as solugdoes. Como todas as solugbes s@o razoes de polinémios de s,
E(s) = Ni(s)/D(s). O polinémio do denominador D(s), comum a todas as solugoes, é o determinante
da matriz [Y,(s)], possivelmente multiplicado por uma poténcia de s para eliminar poténcias negativas
de s (a poténcia correta é igual ao ntmero de indutores). Os polindémios dos numeradores sdo entao
dados por Ni(s) = Ex(s)D(s). Avaliando D(s) para m + 1 valores de s s;, os coeficientes do polinémio
D(s) = ays™ + Am—15""1 + ... + ag podem ser obtidos resolvendo-se o sistema de equacdes lineares:

P | A D(s1)
syt sy 1| [am—1 D(s2)

: 1 : :
sm gm—1 1 agp D($m—+1)

O polinémio obtido é entao examinado, com coeficientes despreziveis gerados por erro numérico sendo
zerados, corrigindo seu grau se ele foi superestimado. O mesmo é feito para interpolar os numeradores
Ni(s) = b ms™ + b m_15™"1 + ... + by o, com as incégnitas agora sendo by e o vetor de excitagao
do sistema mudado para ﬁk(E) Todos os coeficientes podem ser calculados simultaneamente, com um
sistema de equagdes com uma tnica matriz e véarios vetores de excitacao.

O algoritmo é mais estavel numericamente se todos os s; tiverem valores com mdédulos préximos. Uma
forma de conseguir todos com o mesmo maédulo é usar valores complexos distribuidos em um circulo com
raio da mesma ordem de grandeza da faixa de frequéncias w onde o circuito opera. E possivel economizar
alguns calculos usando o fato de que as solugoes para valores complexos conjugados de s; sao também
complexas conjugadas. E também possivel acelerar o calculo e evitar o sistema de equagoes usando o fato
de que, se o nimero de andlises for uma poténcia de 2 e os valores de s; forem localizados igualmente
espagados sobre um circulo, com valores reais ou complexos conjugados, os coeficientes a e b_;; podem ser
obtidos por “fast Fourier transforms” (FFT) das sequéncias complexas D(5) e Ny(5). O resultado fica
escalado pelo raio de circulo usado.

Exemplo: Seja analisar o circuito da figura 1.31. O sistema nodal em transformada de Laplace para
ele, usando um equivalente Norton para a fonte de tensao, é:
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Figura 1.31: Circuito a ser analisado por interpolagao.

|||—

Escolhendo um raio de 2 rad/s para um circulo, devem ser feitas quatro anélises:
(s1) 5
= D =33
(s1) 433 (s1)

o= [N ] = bl [ - 8
s [N ) [B)] ]- [R0] - [5F) e =avs
S [ RO
= [ N [RE] = B[R] = [P peew= s
Montando os sistemas de equagoes para achar os coeficientes do denominador e dos dois numeradores

Ni(s;) = Ex(s;)D(s;), os valores obtidos para estes devem ser multiplicados por s;, para que as solugoes
sejam polinémios de terceiro grau:

s; st s1 1] |as D(s1)s1
s3 82 sy 1| |az| | D(s2)s2
s3 82 s3 1| lar| ~ | D(s3)s3
s3 s7 sq4 1| |ao D(s4)84
SZI) 8% S1 1 b13 Nl(Sl)Sl S? S% S1 1 b23 N2(81)81
Sg S% S9 1 b12 _ N1(82)82 Sg S% S9 1 b22 _ NQ(SQ)SQ
Sg S% S3 1 b11 N1(83)83 Sg S% S3 1 b21 N2(83)53
Si Si Sq 1 b10 N1(84)S4 Si SZ Sq 1 b21 N2($4)S4
Com os valores calculados, os resultados sao:
as 3 b13 0 b23 0
az | 4 . b12 _ 2 . b22 _ 1
al o 9]’ b11 o 1’ b21 - 0
ao 8 b10 4 b21 4
Os resultados correspondem as solugoes:
252+ s5+4 s24+4
Eq(s) Ey(s)

T 38 1452+ 95+ 8 T 33 142+ 95+8
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O mesmo resultado pode ser obtido pela interpolagdo com FFT. Realizando as FFTs das sequéncias
e reescalando em frequéncia por 2:

66 8| +1=8

| =8—6j 18] +2=9

D(s): 18 — FFT — 16| 24— 4

-8+ 67 24| +8=3
14 4 +-1=4 8 4 +-1=4
4425 21 +2=1 10 0 =2=0
Ni(s): 10 — FFT — S No(s) : 3 — FFT — Al cq—1
—4—2j 0f =8=0 0 Of =8=0

Notar que as sequéncias sao as mesmas dos vetores de excitacao dos sistemas de equagoes. Pode-se
evitar a renormalizacdo usando raio unitario, mas estdo o circuito deve estar normalizado??, para boa
precisao no célculo.

A anadlise nodal é bastante restrita quanto aos elementos aceitos, mas o problema pode ser contornado
de vérias formas, através de deslocamentos de fontes de tensao ou de modelamento dos ramos controlados
a corrente, como se vera a seguir.

1.6 Deslocamento de fontes de tensao

A anélise nodal normal nao permite o tratamento direto de elementos com controle por corrente, onde a
tensao depende da corrente, no préoprio ramo ou em outro. O caso mais simples é o da fonte de tensao,
que coloca a mesma tensao no ramo para qualquer corrente. Usando a andlise nodal basica, pode-se
tratar fontes de tensdo usando equivalentes Norton e deslocamentos de fontes. Uma fonte de tensao,
independente ou controlada, em série com um elemento de impedéancia Z (o que inclui a andlise de
circuitos resistivos lineares e as andlises no estado permanente senoidal e em transformada de Laplace),
pode ser diretamente eliminada por um equivalente Norton. Se a fonte de tensao estiver em série com uma
fonte de corrente, independente ou controlada, a fonte de tensao pode ser eliminada, pois sua presenca
nao altera a corrente no ramo (figura 1.32):

Note-se que um né desaparece no processo, e que a tensao e a corrente sobre a impedancia ficam
diferentes no equivalente Norton. A tensao sobre a fonte de corrente é toda a tensao sobre o ramo. No
caso de uma fonte isolada, ela pode ser deslocada para qualquer um dos lados (figura 1.33), e os ramos
resultantes transformados.

Também desaparece um né no processo (0 né a), mas sua tensao nodal pode ser facilmente calculada
somando-se V' & tens@o no né restante (né b) da fonte de tensdo. As tenses nos nds restantes nao sao
alteradas. Deslocamentos podem ser feitos também com fontes controladas, mas é preciso ter cuidado
com modificagOes nas variaveis controladoras das fontes, quando fontes sao deslocadas para os ramos que
as contém. Como cada deslocamento elimina um né do circuito, o méximo ntmero de fontes de tensao em
um circuito é igual ao niimero de nds, exceto o né de terra. Estes deslocamentos nao afetam as correntes
nos ramos.

Varidveis de corrente controladoras de fontes controladas também podem ser deslocadas, usando-se as
mesmas regras. Uma corrente controladora isolada em um ramo, um curto-circuito, que nao pode existir

290perando em torno de 1 rad/s, com niveis de impedancia em torno de 1Q. A normalizagio em impedancia e frequéncia
é feita multiplicando todas as admitancias por um valor médio de resisténcia no circuito e multiplicando capacitancias e
indutancias por uma frequéncia angular média de operacao do circuito. Uma normalizacao correta resulta em todos os
coeficientes dos polinémios préximos a 1. Para um dos polindmios, como o do denominador de todas as varidveis, pode-se
conseguir coeficientes de maior e menor grau unitarios.
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Figura 1.32: Equivalente Norton e eliminacao de fonte de tensao.
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Figura 1.33: Deslocamento de fonte de tensao.

na andalise nodal normal, pode ser deslocada como se desloca uma fonte de tensao. O deslocamento é feito
até que seja possivel exprimir o valor do controle em termos das varidveis do sistema, as tensoes nodais.

Estas operagoes reduzem o tamanho do sistema a ser resolvido, mas sao de complicada implementacao
em um programa de andlise de circuitos. E no caso de existirem fontes controladas, podem requerer a
solucao de um sistema de equacdes apenas para a montagem do sistema nodal, em circuitos com varias
fontes controladas deslocadas umas para os ramos controladores das outras. Em geral é o melhor processo
para uma andlise manual de um circuito, especialmente se os deslocamentos sao simples. Deslocamentos
sa0 menos Uteis em circuitos nao lineares, pois neles nao existe diretamente o equivalente Norton.

Deslocamentos na direcao do né de terra deslocam as fontes na diregao do terminal de terra também.
Isto faz com que todas as tensbes nodais fiquem acrescidas do valor da fonte deslocada.

Exemplo: Seja o circuito da figura 1.34. Ele tem duas fontes de tensdo e um curto-circuito que devem
ser deslocados. Os deslocamentos vao alterar as tensoes de controle vy e vs.

A fonte V pode ser deslocada na direcdo do né 3, ficando em série com os resistores R3 e Ro, e
desaparecendo em série com a fonte Bjs. A fonte Av, pode ser deslocada na direcdo do né 4, ficando em
série com Rj3 e desaparecendo em série com a fonte Gvs. H4 ai uma dificuldade, pois a fonte Gvs passa
a ficar ligada entre o né 2 e a terra, e a tensao de controle v; nao é mais tensao sobre ela, e deve ser
calculada em fungao de es, ou melhor, de e;:
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Figura 1.34: Exemplo onde varios deslocamentos que interagem sao necessarios.

V] = ey —eq4 = ey — Avy
!
S 1+A 14+ A

A corrente j5 pode ser calculada deslocando o curto-circuito na direcao do né 2. Fica em funcao de
eo = e1 e vg, mas vy = ez desaparece no deslocamento da fonte V' e tem que ser obtida a partir de e e
V. vy também é necessaria para controlar a fonte Gus:

U1

’[}2:el+V

=2 1G L Gler + V)
= Vo = e

5= R, 2T R, !

Resulta o modelo da figura 1.35, antes dos equivalentes Norton, e sem decompor as fontes controladas
em controladas e independentes. Os trés deslocamentos eliminam trés nds:

Rl B(;Tll +G(61 +V))

Figura 1.35: Deslocamentos e identificacao das varidveis controladoras feitos.

Resta uma sé equacao nodal, que calcula e;:
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! vV oV
Ry Ry Rs m+3 <Rl+G)] e = [I—GV ————— BGV

As outras tensoes nodais podem ser calculadas em funcao de e;, observando-se o circuito original:

€ = €1

es=e +V
A

64:m€1

O deslocamento de fontes pode ser aplicado também ao deslocamento de outros elementos. Um
resistor, por exemplo, pode ser modelado como um transresistor em série com um curto-circuito (figura

1.36).
@ ©

® ®

Figura 1.36: Equivalente deslocével de um resistor.

O transresistor pode entao ser deslocado em dire¢do ao né b, e o curto-circuito deslocado na diregao
do n6 a. A operagao deixa apenas o né x, e é equivalente a eliminar a tensdao do né b do sistema de
equagoes. Normalmente nao é muito ttil essa operagao, mas é um recurso.

Exemplo: Um circuito para anélise no estado permanente senoidal é mostrado na figura 1.37.
+ vz — @ 1H @
7N\ 4
1H [ ] [ ] l
4H

10 cos 2t 1H ,‘\ 2F 2v,
X

Figura 1.37: Circuito que requer transformagoes para analise no estado permanente senoidal.

A matriz de indutancias reciprocas do transformador é:

a=ft 3w [4 ]
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Deslocando a fonte de tensao na direcao do indutor e fazendo um equivalente Norton ela afeta o
controle do transcondutor, ja que V,(j2) = 10 — E1(52). Modelando o transformador e usando fasores
resulta o modelo da figura 1.38.

® ®

% 1
%) 3H 2F 20 2F;
1H T

—1/3 - —1/3
72 By = 72 £y

Figura 1.38: Modelo com deslocamentos feitos.

O sistema nodal é:

Resolvendo: 115 10
’ =2 4755 3145 310 .
B (12 6 3 _ =499 0.423
1(52) g1 733 733 K
5 , 40
’ —5 4440 25 2170 .
Eo(i2)=_6"73 _ Y —— =0.0341 2.96
2(72) 9 ;1 733 T 733 "

Voltando para o dominio do tempo:

e1(t) = 4.29 cos 2t — 0.423 sin 2¢
ea(t) = 0.0341 cos 2t — 2.96 sin 2t

Observe-se que esse circuito é instdavel, devido ao valor da transcondutancia, o que esta andlise nao
revela. Superposta a esta resposta existem termos que crescem exponencialmente com o tempo.

1.7 Analise nodal modificada

Os elementos basicos de interesse que a andlise nodal nao admite sao a fonte independente de tensao, a
fonte de tensdo controlada a tensdo (amplificador de tensdo), a fonte de corrente controlada a corrente
(amplificador de corrente) e a fonte de tensdo controlada a corrente (transresistor). Pode-se incluir tam-
bém o amplificador operacional ideal, e resistores com controle por corrente. E também conveniente tratar
o indutor e os transformadores usando controle por corrente, no caso das analises no estado permanente
senoidal e em transformada de Laplace.

A técnica da “andlise nodal modificada” [23] permite o tratamento de fontes de tensdo e outros ele-
mentos que a andlise nodal nao admite diretamente sem alteragoes no circuito. O custo é um sistema de
equacoes maior. Ha duas interpretacoes possiveis para o que é feito, descritas a seguir:

Na primeira interpretacdo, que é a classica, a modificagdo consiste em introduzir como varidveis as
correntes nas fontes de tensao, e, em geral, outras correntes que se tenha interesse em calcular. Para cada
corrente acrescentada, uma nova equagao deve ser também adicionada ao sistema. Essas equagoes sao as
equagoes dos ramos onde passam as correntes, na forma com controle por corrente.
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Figura 1.39: Circuito para analise nodal modificada.

54

Bjs

Exemplo: Seja o mesmo circuito anterior, na figura 1.39. As equagoes nodais modificadas, escritas

por extenso sao:

1) js +je =1

2) gres + Geg — j5 =0

3) g2€3 + g3(e3 —eq) + Bjs — jo =0
4) gs(es —e3) — Geg + jr =0

5)
6)es—er =V

7) A(ea —eq) —e4 =0

61—6220

As primeiras quatro equagoes sdo as equagoes dos nds, com as correntes nos ramos com fontes de tensao
acrescentadas. As ultimas trés sao as equagoes dos ramos onde passam as trés correntes acrescentadas.

Colocando em forma matricial, tem-se:

[0 0 0 0 i1 1 0] Je]
0 a1 G 0 -1 0 O €9
0 0 g2o+g95 —g3 (B -10| |
00 gg—G g5 10 01 j‘* =
B S 5
1 =10 0 0 0ol
-10 1 0 {0 0 0]
00 A 0 -—A-10 0 o] [Jr] L

o <oloo o~

O sistema é muito maior que o obtido por deslocamentos, mas cada elemento é tratado sem informagao

sobre os demais, e nenhuma transformacao é necessaria.

1.7.1 Interpretacao como uso de modelos

Na segunda interpretagao, os elementos especiais sao modelados usando fontes de corrente e transcondu-
tores. Usando modelos adequados, onde nds internos sao acrescentados e os transcondutores arrumados
de forma a que as tensoes nos novos nés sejam numericamente idénticas as correntes nas fontes de tensao,
as equagoes resultantes sao equivalentes as obtidas pelo processo classico. Esses modelos sao mostrados na
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figura 1.40, para a fonte de tensdo, o amplificador de tensdo, o amplificador de corrente e o transresistor,
de cima para baixo.

o ©) ©)

€z Vab

o

Jo
Be, Y Ved Y ex

® ©

YOO

Figura 1.40: Modelos nodais para elementos com controle por corrente.
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Estes modelos®® sempre usam pares de transcondutores configurados como giradores, para transformar
elementos em suas formas duais. Para a fonte de tensao, tanto a independente como a controlada, a tensao
no no extra x equivale a corrente na fonte j,. Para o amplificador de corrente equivale a corrente no curto-
circuito de entrada (ou fonte de tensdo de valor 0), j;, € no transresistor as tensoes nos dois nds internos
x e y correspondem as correntes nos ramos de entrada (j;) e saida (j,). Estes modelos correspondem a
estampas, que podem ser usadas com as estampas dos elementos basicos 3!:

a [+ - i41] [ea
Fonte de tensao: b il el =
z | -1 +1! - Ja -V

30Notar que o aterramento indicado nos modelos poderia ser feito em qualquer ponto do circuito, pois a solucio coloca
corrente nula fluindo para aquele n6. O né de terra é apenas mais conveniente.

31Nestas estampas, daqui por diante, as colunas das matrizes ndo sdo mais indicadas. Ficam associadas ao vetor de
varidveis.
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a +1 €a
b 1 €y
Amp. de tensdo: ¢ : e | =
d €d
v L-1 41 +4 A -] | Js
a +B €a
b —B ey
Amp. de corrente: ¢ +1 €c | =
d |-- - - i-1]|c
x -1 +1; Jz
a i +17 | Ca
b | —1] | @
Transresistor: ; _ i_} ;; =
o B U A Jz

Note que nas equagoes dos nés extra, o preenchimento de mais colunas corresponde ao acréscimo de
fontes de tensao controladas a tensdo (no quadrante inferior esquerdo), resistores e transresistores (no
quadrante inferior direito) e fonte de tensao (no vetor ;n), todos em série com o ramo. Nos modelos estes
elementos aparecem em forma dual, junto do circuito dualizado pelos giradores. O caso do resistor é
particularmente 1itil, j4 que a resisténcia pode valer zero. A estampa do resistor controlado a corrente é
entao:

|1 +1i4R| | Jz
As equagoes dos ramos de fontes de tensao ficam com sinais invertidos em relagao ao que foi feito na
outra interpretagao com o uso desses modelos, o que nao faz diferenga no resultado. Pode-se entao adotar
esta convencao de polaridade sempre, forcando que elementos no segundo segmento das equacoes dos
ramos, representando resisténcias em série nos ramos, sejam sempre positivos32. A forma sem inversdes
é obtida com inversdes de polaridades das fontes nos modelos.

Exemplo:
Seja 0 mesmo circuito anterior, mas com uma resisténcia no ramo onde passa js (figura 1.41). O ramo
de entrada do amplificador de corrente agora tem uma resisténcia, e a equagao 5 se torna:

5)—61+62+R4j5:0

Usando as estampas acima, resulta:

00 0 0 i1 1 0]fea] [ ;-
0g G 0 =10 0f]e 0

0 0 gotgs —g3 B —10]]|€s 0

0 0 —g3—G g3 10 01 54 =1 0
N SO 5

S R 0 R, 00| 0

10 -1 0 0 00| -V
0A 0 -A-1i0 0 o]|s| L0

32 A anslise de sensibilidades pelo método da rede adjunta (ver adiante) requer esta forma.
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® ., SO

’ > | +
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§ R1 Am Vg § RQ
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Figura 1.41: Circuito para andlise nodal modificada, com um resistor controlado a corrente (Ry).

1.7.2 Indutores

A andlise nodal modificada é conveniente para andlise de circuitos contendo indutores, com o céalculo
das correntes neles. Se pode também estender uma andlise no estado permanente senoidal ao caso de
frequéncia zero e a andlise em transformada de Laplace ao caso de indutancia nula.

A estampa para andlise no estado permanente senoidal é uma extensao do caso do resistor controlado
a corrente:

a 41 Eo(jw
bo| o Tl || Bw) | =
z | =1 +1i+jwl | | e

| J(jw)

E para analise em transformada de Laplace é similar, com acréscimo do efeito da corrente inicial como
fonte de tens@ao impulsional em série com o indutor:

v(t) = L@ = V(s) =sLJ(s) — Lj(0)

dt
a 41 Eq(s)
b L] Be(s | =
=1 +1i+sL 7(s) +L5(0)

1.7.3 O transformador ideal

Um elemento importante que nao admite tratamento direto na andlise nodal pura é o transformador
ideal. Ele é o que resulta de um transformador “real” quando o coeficiente de acoplamento é unitario e
as indutancias tendem ao infinito.

Seja o caso de duas bobinas. Um transformador “real” teria as equagoes:
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Figura 1.42: Indutor na andlise nodal modificada em transformada de Laplace.

(%1 (t) o L1 M12 djftl
va(t) My Lo o
Se M5 = +/L1Ls, pode-se dividir uma equagao pela outra, obtendo:

Ul(t) lejtl -4—\/[/1[/2(1]J E . E - 1

dj dj - .
vt) VI, Ly + [, % Ly ny n
onde se usa o fato das indutancias serem proporcionais ao quadrado do niimero de espiras, para indutores
de mesma geometria. Se as indutancias tenderem a infinito, com derivadas das correntes finitas, a primeira
equagcao se reduz a (a segunda também):

dj, dja % Ly 1
0=Ly 2 4 /I L, 22 e e = [
Var T 2at T Ly n

Esta é a forma correta, onde as derivadas das correntes ficam associadas, mas ignorando possiveis
componentes continuas nas correntes se acha a relagdo mais comum de se encontrar:

ji()

J2()

O transformador ideal pode entao ser modelado com duas fontes controladas. Um amplificador de
tensdo e um amplificador de corrente (figura 1.43).

(Do 1n JO @}E
®o JORNO

Figura 1.43: Transformador ideal.

Este modelo pode ser facilmente incluido na analise nodal modificada, com o célculo da corrente j.q4,
com a estampa:
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a —-n €a
b +n || e
C +1 €c =
d . . . . § —1 ed
z L4n —n =1 410 - ] | Jea

Este modelo equivale a dois giradores em cascata (figura 1.44).

@i/ﬁ@¢@

q D
@ = Lo

Figura 1.44: Transformador ideal modelado com giradores.

Para o caso de mais de duas bobinas, pode-se interligar vérios transformadores de duas bobinas,
ligando todas as bobinas de um lado em paralelo. Note-se que com este modelo é possivel ligar uma
fonte de corrente em paralelo com o ramo ab e/ou uma fonte de tensdo em paralelo com o ramo cd, e
isto ndo gera singularidade do sistema de equagoes (naturalmente, com ambos os lados do transformador
aterrados ou referenciados a alguma tensdo definida). N&ao é possivel, entretanto, ligar duas fontes de
tensao ou duas fontes de corrente aos dois lados. Resulta um sistema singular se isso for feito.

O transformador tem uma interessante e tutil propriedade de conversao de niveis de impedéancia.
Colocando-sem um dos lados ligado a uma impedancia Z, a impedancia vista pelo outro lado é vista divi-
dida pelo quadrado da relagao de espiras, na forma mostrada na figura 1.45. Assim se pode obter circuitos
equivalentes de circuitos contendo transformadores movendo impedéancias através do transformador.

Z1

Zl nZZI
1:n 1:n ] 1:n
[ ] [ ] [ ] [ ) O I_I [ ) [ )
ZQ = ZQ = %
O

Figura 1.45: Conversao de impedéancia com transformador ideal.

1.7.4 O transformador real

Embora seja possivel tratar o transformador real pela anélise nodal bésica, ha alguns inconvenientes. O
acoplamento nao pode ser cerrado (k = 1), pois isto torna impossivel inverter a matriz de indutancias.
Embora transformadores com acoplamento cerrado nao existam na realidade, sao um modelamento ide-
alizado frequentemente utilizado. Também nao é possivel realizar anélise em frequéncia zero na andlise
de estado permanente senoidal, ou zerar as indutancias. O mesmo ocorre para indutores isolados. A
analise nodal modificada permite analisar os indutores e transformadores, calculando as correntes neles,
de forma a evitar estes inconvenientes.
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As equacgoes para um transformador com dois enrolamentos em transformada de Laplace, incluindo o
efeito das correntes iniciais, sdo (aplicando a transformada diretamente as equagdes no tempo, usando a

transformada da derivada):
— s |:L1 M:| JI(S) . |:L1 M:| jab(o)
C M Laf (Jy(s)| (M L] |j.a(0)

Este sistema corresponde ao modelo da figura 1.46.

Vi(s)
VQ(S)

Jab SM.J g sMJy, — Jed

—> -

M
Ly

O © ©
i
Z% éz —  L1jan(0) + Mjca(0) a M3jap(0) 4 L2jeq(0)
o
® @

® @

Figura 1.46: Transformador real em transformada de Laplace na andlise nodal modificada.

O

A estampa correspondente é entao da formas:

Eq(s) - -
a P+l . E
b ] . b(s)
C ‘ . _|_1 EC(S> .
dll - - - . -1 Ea(s I seoracneeacnaas oeeeeea
T ,1+1+5L1+5M d() +L1jab(0) + Mj.q(0)
y UL sla ] S ,00) 4 Lajea(0) |
ch(s) ]

onde se pode notar que a estampa do acoplamento mutuo é separada das estampas dos dois indutores,
0 que é muito conveniente, pois se pode especificar acoplamentos entre os indutores independentemente,
sem ter que recalcular nada na montagem do sistema.

Para anélise no estado permanente senoidal, a estrutura é a mesma:

Ea(jw)
a +1 .
b 1 Ey(jw)
el - +1 E.(jw) B
d o -1 ‘ -
J | el FjwM Ea(jw)
y © =1 1 oM fjwls | | Ja(iw)
_ch(jw)_

Exemplo: Seja analisar o circuito da bobina de Tesla da figura 1.25 usando analise nodal modificada,
para o caso geral de indutancia mutua. O modelo correspondente é o da figura 1.47, que tem duas tensoes
nodais e duas correntes a calcular (equivalente Norton para o capacitor primério usado no sistema):
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®

O,
1F a 1H100H &
V</|P = F
MsJy MsJs

=

@ =

Figura 1.47: Modelo para uma bobina de Tesla usando andlise nodal modificada.

E
s 011 0 1(®) 1
O g 0L | EE) o
-1 0!s Ms Js(s) 0
0 —1:iMs 100s 0
Ja(s)

E simples obter a solugao pelo método de Cramer para 4 varidveis, obtendo-se resultado que se
simplifica para o mesmo ja visto pela andlise nodal simples com uma multiplicacdo por 1001_% dos
polinémios, para M = 6 H:

Denominador, expandindo pela primeira coluna:
= 0 1 0 1 0
100 M? 100 — M?
s|0 s Ms|—1|g 0 1 :s(sg+s_ﬁ83)_l(_l_82):T84+282+1
—1 Ms 100s -1 Ms 100s
Numerador para FEj(s), expandindo pela primeira coluna:
= 0 1 2 2
100 M 100 - M
110 s Ms 21(834-3—@83):T83+8
-1 Ms 100s
Numerador para Fs(s), expandindo pela segunda coluna:
0 o0 1
—1/-1 s Ms|=—(—Ms)=Ms
0 6s 100s

10

; A s . 10 N .
Os quadrados das raizes do polinémio do denominador valem —i5757 7 € T To—n- Assim, e usando

M = k+/1 x 100 = 10k:
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100—M?
( 100 ) +s lg lg lg lg
E (S) _ — 2 + 2 — 2 + 2
1 (100 M2 5 s2 4 10 s2 4 10 $2 4 1 §2 4 1
100 52 10+N 5% + 10 M 104+ M 10— M 1+k 11—k
5s 5s 5s 5s
Es(s) = = 0 0 i 1
100105\42) <52 + 10+ 52+ 7 10 St S toew Stmr STiw
1(t) = 5 cos | —— \/
e = — cos - cos
2 1+ k k
1(t) = 5 L s
e = 5cos cos
1+ k k

Colocando a razao entre as duas frequéncias como b/a, vem a relagdo j4 mencionada para k, que é
valida no caso geral também:

—
=

,k_ﬁ . _b2—a2
a2 T b2 4a?

‘H‘

k

=
+

A operagao desejada ocorre exatamente quando as duas frequéncias estéo em uma razao de nimeros
inteiros diferindo de 1. A figura 1.48 mostra o caso de razdo 6:7, k = ~ 0.153. A transferéncia
completa de energia ocorre em b/2 = 3.5 ciclos, ou 7w = 22 s.

10 : /92(13

el(t]/z

il

-10

g

o

40 0 70

Figura 1.48: Formas de onda para uma bobina de Tesla no modo 6:7.

E possivel obter um modelo para o transformador de dois enrolamentos com apenas uma corrente
calculada. O modelo a usar é o da figura 1.49. E simples verificar que o modelo satisfaz as equagoes do
transformador real. L; é a indutancia vista no lado esquerdo quando o lado direito estd em aberto. A

. A . . . . . . — 2
indutancia vista pelo lado direito com o lado esquerdo em curto-circuito vale %22 = % = Ly(1-K?).

O ganho de tensao da esquerda para a direita vale LMI =k f—f = n. De um lado aparece a “indutancia de



CAPITULO 1. TECNICAS BASEADAS NA ANALISE NODAL 63

magnetizagao”, que é a prépria Li. Do outro lado aparece uma “indutancia de dispersao” proporcional a
Ly e que desaparece quando k = 1. O transformador ideal no centro tem a relagdo de espiras multiplicada

por k.
@ . O © N 1O,
O N\ O o o

<'_
Ll L2 —> Ll Jed

O O
Figura 1.49: Transformador real modelado com um transformador ideal e indutancias de magnetizacao e
de dispersao.

A estampa que descreve este modelo é uma modificacdo da estampa do transformador ideal, no caso
para andlise no estado permanente senoidal. Para andlise em transformada de Laplace, as condigoes
iniciais seriam colocadas como na anélise nodal normal ou como na analise nodal modificada, mas para
se ter j.q calculada corretamente, e como a corrente no lado esquerdo nao é calculada, é mais conveniente

a forma na segunda equacio abaixo33:

[ — 1| Eolj
o | Ll T el 3 " G(J.w)
b | -1 1 L +n Ey(jw)
JjwlLq Jwlq i .
c E.(jw) | =
d 3 +1
ol || )
| +n —n =1 +1ijw(l —k*)Ls | | Jea(jw) |
1 o Ea(s) _ Jan(0)+njca(0)
a sL sLq s
b _sil i +n Ey(s) +jab(0)+snjcd(0)
c . +1 Ec(s) | =
d SOOIt S eet SO Ey(s) :
Tl o4n —n =1 +1is(1 - k%)L T +La(1 — k?)jea(0)

Exemplo: Seja analisar o circuito da figura 1.50 para calcular a corrente no indutor e a tensao no
capacitor, com condicOes iniciais nulas. Usando o modelo da figura 1.43 com o transformador invertido,
pode-se usar uma andlise nodal modificada aproveitando que a corrente é a mesma nos trés ramos do
lado esquerdo:

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

330btida pelo deslocamento da fonte de corrente da condigdo inicial j.q(0) (figura 1.22) para dentro do modelo (figura
1.49), ficando em paralelo com a induténcia de dispersdo na direita, onde é feito um equivalente Thévenin, e em paralelo
com a indutancia de magnetizacdo na esquerda, transformada pela relagdo de espiras n.
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Jo J2(s)
— 1:n e1 —» Ey(s)
L o o L
—c = ¥ c é =
Vu(t) % %
T

Figura 1.50: Circuito com transformador ideal.

A solugao é facilmente obtida pelo método de Cramer:

. 7}4/0 1 s
B0 = iy = s =av (A )
SPLC+ 2 s(s®+ —15) -

1
t)=nV |1—cos t
ei(t)=n ( CObn i7e )

C 1
cVv _ nV L nVLC
s?LC + nil(" s? + n21LC

jo (1) \% ¢ ! t
=nVy/—sin ——
J2 L nvLC

Estes valores correspondem ao que se obtém da andlise de um circuito LC série ligado a fonte de
tensao, com o capacitor transportado para o lado esquerdo do transformador ideal, com sua impedéancia
dividida por n?, e com e; sendo a tensdo neste capacitor multiplicada por n. Observe-se os resultados
irrealisticos, na corrente senoidal no indutor e na tensao com nivel continuo no capacitor. Uma anélise
com transformador real resulta, adicionalmente, em uma rampa somada a jo. A tensao e; continua tendo
uma componente continua devida a indutancia mitua e a corrente jo crescendo continuamente.

Um outro modelo para transformador, no caso em que existe um terminal comum entre os indutores
acoplados, é o da figura 1.51. O modelo tem trés indutores nio acoplados e um né extra* Este modelo
é util para verificacdo de modelos para transformador, e para a obtencgao de circuitos equivalentes. Por
exemplo, um auto-transformador pode ser convertido em um transformador com dois indutores na forma

mostrada na figura 1.52.
@ © O O ©
* o © Li-M Lo—M

M
O /N
L1 Lo —>» M

JQ(S) =

O O O O

® ®

Figura 1.51: Modelo “T” para um transformador com terminal comum entre os indutores.

34¢ possivel eliminar o né extra com uma transformacdo A-estrela, obtendo-se um modelo “x”. Também é possivel inserir
um transformador ideal na rede, eliminando o né comum.
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Lo+ M L1+M

§L1+M —> Llé §L1+L2+2M
o,

Figura 1.52: Usando o modelo “T” para obter um equivalente de um autotransformador.

Um outro modelo é o da figura 1.53. Ele tem duas indutancias de dispersao e um transformador ideal
com a relagao de espiras ideal. E simples verificar que ele também obedece as equagdes do transformador
real: As indutdncias de entrada e de saida com o outro lado em aberto sao Li1(1 — k) + kL; = Ly e

Lo(1—k)+ kLi7 LZ = Lo, e as transimpedancias valem skLq/ % =sM.

@ k @ @Lllf L:y /2 LQ(].*]{Z)@

® @ O @

Figura 1.53: Modelo com duas indutancias de dispersao e transformador ideal para o transformador.

1.7.5 O amplificador operacional ideal

O amplificador operacional ideal é um elemento que pode ser considerado um limite de qualquer das
quatro frontes controladas, quando o fator de ganho se torna infinito. Considerando que ele é sempre
usado com realimentagao negativa, e a tensao e corrente da saida sao finitas, a tensao e a corrente de
entrada sao muito baixas, idealmente nulas. O modelo para o amplificador operacional é um par de
dois elementos especiais chamados “nullator” e “norator” (figura 1.54). O “nullator” tem tensdo nula e
corrente nula. O “norator” tem tensao e corrente indeterminadas. Estes elementos sao necessariamente
usados aos pares, e nessa condigao é possivel resolver o circuito. A solucao somente é correta se o circuito
estiver operando com realimentacao negativa. Caso a realimentagao seja positiva, o ponto de equilibrio
encontrado ¢é instavel. Se nao existir realimentacao, nao é possivel resolver o circuito.

=? =?

Vab jab
Veqg = 0 jcd =0

Em circuitos normais, o né b € a terra, ja que amplificadores operacionais com saida suspensa nao sao
usuais. Mas o modelo admite saida suspensa, e pode ser usado em modelamento de outros dispositivos.
A resolugao de circuitos com amplificador operacional pode ser feita assumindo-se as condicoes e, = eq
e jeq = 0. Na andlise nodal modificada, isto pode ser feito acrescentando-se como variavel a corrente de
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Figura 1.54: Modelo “nullator-norator” para o amplificador operacional ideal.

saida do amplificador, ju;, e introduzindo-se a equagao do ramo de entrada, e. = e4. H4 um modelo e
uma estampa correspondentes a isso, mostrado na figura 1.55. E uma cascata de dois transcondutores.

® @ ® 17-0@

Figura 1.55: Modelo com transcondutores para o amplificador operacional ideal. e; = jgp-

a 41 €a
b 1—1 €p
C : €e =
d - €d.
S RN R Jab

O par +1 nas equagoes a e b é a estampa do “norator”. O par +1 na equacao x é a estampa do
“nullator”. Note-se que se na estampa do amplificador de tensao a equagao do ramo de saida é dividida
por A e se faz A = oo a estampa se reduz a esta. Operagoes nas estampas das demais fontes controladas
podem também ser feitas com o mesmo resultado. O modelo e a estampa mostram fatos curiosos:
Como ndo hé conexao entre os ramos de entrada e de saida, em um circuito com varios amplificadores
operacionais é possivel permutar as saidas e as entradas deles, mantendo a mesma soluc¢ao para o circuito.
Nada é dito também sobre a polaridade da entrada ou da saida. Para que as solugoes obtidas com essas
variagoes que podem ser obtidas com essas propriedades sejam vélidas, é necessario que a realimentacao
seja negativa em todos os amplificadores. Do contrario a solugao obtida é uma situacao de equilibrio
instavel do circuito.

1.7.5.1 O “fixator”®

O modelo “nullator-norator” for¢a tensao e corrente nulas sobre o “nullator”. Uma versao generalizada do
“nullator” é o “fixator” [10], um ramo com corrente e tensao especificadas:

v=vf; J=Jf

35Material opcional
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Figura 1.56: Par “fixator-norator” e seu modelo com amplificador operacional ideal.

Este elemento deve ser tratado da mesma forma que o “nullator”, sempre acompanhado de um “norator”
em algum ponto do circuito. A estampa do par “fixator-norator” é similar a do amplificador operacional
ideal:

a : i"‘l €a
b - i—1 €p
c ! e. | = | 7Irf
di- - - - i- 11 €d_ +Jr
T +1 —1 Jab +vf

Um exemplo de aplicagao do “fixator” é em um modelo para um transistor bipolar ideal em um circuito
realimentado. O modelo tem um “fixator” com v; = 0.6 V e j; = 0 A entre base e emissor e um “norator”
entre coletor e emissor.

Exemplo: Seja o amplificador realimentado da figura 1.57. Ignorando as correntes de base dos transis-
tores, considerando tensoes vy, fixas de 0.6 V, e considerando alto ganho de corrente h fe nos transistores,
resulta o modelo mostrado.

+5VO

+5VO

O
02V 02V

leA = @hnA
—-5VO 5VO

Figura 1.57: Amplificador realimentado e seu modelo com “fixators”, todos com vy = 0.6 V e corrente
nula.

Basta inspecionar o circuito para determinar as tensoes nodais e as correntes nos transistores, todas
determinadas pelas condigGes sobre os “fixators”. Resulta v, = 2 V, pois hd 0.2 V na base de Qo,
1(Q3) =142/10=1.2mA, i.(Q2) = (5 —2—0.6)/10 = 0.24 mA, e i.(Q1) =1 —0.24 = 0.76 mA.
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Exemplo: O “fixator” também pode ser usado para calcular valores necessarios para componentes para
que condicoes sejam satisfeitas. Seja o circuito da figura 1.58. Deseja-se encontrar quanto tem que valer
R, para que a tensao sobre R, = 1€} seja de 1 V. Colocando um “fixator” com 1 V e 1 A no lugar de R,
e um “norator” no lugar de R, a solugao do circuito dé a tensao e a corrente sobre o “norator” como v,
e ju. R, vale entdo R, = ¥=. Para os valores da figura, resulta v, =2 V, j, = 0.5 A, e entdo R, =4 Q.
O sistema resolvido foi:

0.5 0 —0.5%1 1 €1 0
0 1 —0.5%0 -1 €2 0
—05 -05 1 10 0 ||%|=|-1
N VNV R 0 O
0 0 1 0 0 Ja 1

202

AYAVAY;

R, 20

3V

(1 +)
N
[\

2
AN
=
<
Il
5
w
<

Figura 1.58: “Fixator” usado para calcular o valor de R, para 1 V sobre R,.

No exemplo, se forem forgados valores de tensao entre 6/7 V e 1.5 V resultam valores positivos de R,.
Valores maiores que 1.5 V levam a R, negativo entre 0 2 e —8/7 2. Valores menores que 6/7 V levam a
valores negativos menores que —8/7 Q.

1.7.6 Tratamento simplificado do amplificador operacional

E possivel eliminar os amplificadores operacionais do sistema de equagoes de forma bem simples: Se as
equacoes dos nos de saida forem somadas, a corrente de saida é eliminada do sistema. Se as colunas ¢ e
d da matriz de condutancia dos nds forem somadas, isto equivale a dizer que e, = e4. Estas operacoes
podem ser realizadas sobre o sistema montado ignorando-se o amplificador, ou podem ser mapeadas em
dois vetores, que indicam onde vao ficar as linhas e colunas do sistema de equagoes correspondentes
aos nos do circuito, vetores estes montados com um simples preprocessamento. Uma “estampa”’ para o
amplificador operacional tratado desta forma pode ser entao:

a |- . . . €a
bl - - - €b _
el €.
dal - €4

As chaves indicam linhas e colunas a somar, e varidveis que sao reduzidas a uma sé por serem iguais.
As colunas em [G,,] correspondem as varidveis em €. Se uma das linhas ou colunas for a do né de terra,
0, simplesmente elimina-se a outra.

O preprocessamento a fazer consiste em:
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a) Preparar dois vetores L e C tais que L; =i e C; =1, i=0.n. néonumero de nés, nao contando
o de terra.

b) Ler da descri¢ao do circuito os amplificadores operacionais. Ordenar os nés de saida a e b e de
entrada c e d, de forma a ter b > a e d > ¢. Naturalmente, é proibido ter a = b ou ¢ = d.

¢) Realizar o processamento, para cada amplificador operacional, apds lembrar ag = a, by = b, cg = ¢
e do =d:

Para ¢ variando de 0 a n:
Se L; = b(),Li < ao

Se L; > by, L; + L; — 1
Se Oz = dQ,CZ‘ — Co

Se C; >d0,CZ‘ ~—C;—1

Apos o processamento de todos os amplificadores, o sistema é entdo montado por estampas normal-
mente, sendo que a estampa que iria para [Gn]wy passa a ir para [G,,] L,C,, € a estampa que iria para
sy Dassa a ir para 4.1, . Isto gera diretamente o sistema com todas as somas feitas. O sistema é entao
resolvido com n—numero de amp. ops. equagoes, e as tensoes nos nds originais sao encontradas como
€; = €c;-

Exemplo: Seja achar a impedancia de entrada do circuito da figura 1.59 em transformada de Laplace:

@

|—>O

Zin Rl

£
Si)
@%

R
Ry
®
Rs
Figura 1.59: Indutor simulado com amp. ops.

Colocando uma fonte de corrente I entre a terra e o né 1, Zin(s) = E1(s)/I. O sistema sem os
amplificadores é:
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G1 *Gl 0 0 0 El(s) I
— _G2 G1 + 502 —SCQ 0 0 EQ(S) 0
0 —sCY Gs + sCo -G 0 E3(S) =10
— 0 0 —G3 Gs+ Gy -Gy E4(S) 0
0 0 0 —Gy G4+ G5 E5(8) 0

As setas e chaves indicam as operagoes a fazer: Eliminar as equagdes 2 e 4 (somar com a equagdo do
né de terra) e somar as colunas 1, 3 e 5. Resulta o sistema:

G1 —Gl 0 E1’3’5(8) I
G3 + SC2 —SCQ —G3 EQ(S) =10
G4+ Gs 0 -Gy E4(s) 0
A solugao é facilmente obtida pelo método de Cramer:
7. - E1’3’5(S) - 802G4 - SCQG4 - SCQR1R3R5
me I B 802G1G4 + (G4 + G5)G1G3 - (G3 + SOQ)G1G4 B GlG3G5 a R4

O circuito se comporta como um indutor aterrado. Note que este circuito possui dois amplificadores,
e que, em principio, as saidas deles podem ser trocadas entre si, com Z;, inalterada. As polaridades das
entradas tem que ser ajustadas de acordo com o que seja ligado ao circuito para que a estabilidade seja
mantida, considerando que os amplificadores tem uma resposta em frequéncia nao constante. Na forma
mostrada, ele é sempre estavel.

1.8 Analise nodal com modelos baseados em amp. operacionais

Considerando entao que amplificadores operacionais sao simples de se tratar e que reduzem o tamanho
do sistema de equacgoes, é interessante encontrar modelos para os elementos especiais na andlise nodal
usando amplificadores operacionais. Estes modelos sao vistos na figura 1.60. Note a relagdo com os
modelos desenvolvidos para a andlise nodal modificada da figura 1.40 [24]. Um dos transcondutores
de cada girador é substituido por um amplificador operacional. Para gerar uma fonte de tensao, o
amplificador fica no lado do girador que gera uma tensao.

Estampas correspondentes podem entao ser obtidas. Nas estampas abaixo, apenas termos nao nulos,
e que nao sao eliminadas na compressao do sistema sdo mostrados. As colunas de [G,,] correspondem
as incognitas. Por exemplo, no tratamento da fonte de tensdo nao é mostrada a coluna xz, pois ela é
eliminada quando se faz e, = 0.

a . .
Fonte de tensao: {b . . [za} = .
b
z -1 +1 -V
a
€q
~ b eb
Amp. de tensdao: . o | =
d . . . . c
s -1 +1 +A —A| L
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Figura 1.60: Modelos usando amplificadores operacionais.

Amp. de corrente:

a

b
Transresistor: ¢
d
T

QUL O

-1 41

€a
+B eb
-B
€c
+1
1 €d
€x
+1
-1
+Rm

€q
ep
€ =
eq
e

O modelo do transresistor pode ser simplificado. Pode-se trocar as saidas dos dois amplificadores uma,
com a outra, obtendo o circuito equivalente da figura 1.61. O amplificador da esquerda faz vy, = Ry,e.
Pode-se eliminar todo o circuito associado a ele e substituir diretamente e, = ;J?: no circuito restante,
obtendo o circuito da figura 1.62, que pode ser usado se R,, # 0. Pode-se também apenas observar que o
bloco de entrada do modelo do transresistor (usado também no amp. de corrente) ja é um transresistor.
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O [0 Sk w o
oJ Lo @ﬁﬁ i @

Figura 1.61: Modelo alternativo para o transresistor, trocando-se as saidas dos amplificadores uma com

O, E@
® % ®

Figura 1.62: Modelo simplificado para o transresistor

a outra.

E sua estampa, que reduz o tamanho do sistema de equagoes em uma equagao, é

a . . .. €q
b . . . €p
1 1 =
c |T®. “m. Ce
d L™=, Twr, = - ed

Exemplo: Seja o circuito da figura 1.63.

Hjs

Figura 1.63: Circuito para anélise com modelos com amp. operacional

Analisado com analise nodal modificada normal, teriam que ser incluidas 5 correntes, e o sistema

resultante seria:
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[g3s + G
g1
. g2
-G
-1 F . 1 |
. 1 -1
-1 1 .
-1 .
L —1

Usando a analise baseada em modelos com amplificador operacional, resulta o sistema, montado de

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Jo

-4 [Jwo]

acordo com as estampas acima, que ja tem as eliminagoes triviais feitas:

fgs+G

1

-V

€1 i €1
< €2 g1 § -1 €s
€3 . g2 —1-F
| €3
< ey _G i 1 { e4 —
— 65 i F
L I R PP R S S S es
J6 -1E . 1 R Sl IR [
Jo 1 H J7 :
Jio | —1 1L 78 L=V ]

O sistema final, apds as trés eliminagoes de equagoes e as duas condensagoes de variaveis indicadas, é:

el gs + G . . i . 1 6172

e3 . g . i—-1—-F €34

1:6 [ N - T I I

Jo -1 . H J7 :
J10 —1i Js i

Este procedimento é um tanto complexo para uma andlise manual, embora gere sistemas bem menores
que a analise nodal modificada. E de simples implementagao em um programa de computador, entretanto.

Exemplo: Em alguns casos o uso dos modelos com amplificador operacional facilita a andlise manual.
Considere-se o circuito da figura 1.64, que tem trés nds e um transresistor. Uma andlise nodal modificada
gera 5 equagoes, com as trés tensoes nodais e as duas correntes nos ramos do transresistor como incognitas.
O deslocamento dos dois ramos do transresistor pode ser feito, mas é um tanto complicado. Seja entao
a andlise feita modelando o transresistor na forma que reduz o tamanho do sistema.

Substituindo o transresistor por um modelo com amplificador operacional, resulta o circuito da figura
1.65. O sistema nodal sem considerar o amplificador operacional é entao:

1 1 1 1

[T s s o A
01 Ry + Rom 177Rm,1 €r| = 0
_Ria 0 E + R73 €3 0

O amplificador operacional soma as equagoes 2 e 3 e soma as colunas 1 e 2 da matriz do sistema,
fazendo e; = e3. Resulta:
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R
®
@ ]=4 |+j<5 @

ij4

CD I § Ry § Ry

Figura 1.64: Circuito contendo um transresistor.

AVAVAY,
R

©,
@ O

1t v32/ R, R,

Ry

Figura 1.65: Transresistor modelado com amplificador operacional e transcondutor.

A solugao é:

1 1 1
I(RTJ“RB Rm>
€12 = "3 T 1 1 1

R2Rs ' RiRs _ RaR.,. _ RiR..

1 1 1
I (RT Iz Rm)

1 + 1 1 _ 1
R2 R3 R1 Rg R2 Rm Rl Rm

€3 =

Com isto, j& se tem como analisar qualquer circuito linear invariante no tempo®®. Resta a solucdo de
circuitos contendo elementos nao lineares, e métodos de andlise transiente usando integragao numérica
no tempo, o que permitird a andlise de circuitos gerais nao lineares e variantes no tempo.

36E também circuitos néo lineares e variantes no tempo com modelamento linear por partes.
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1.9 Analise nodal de circuitos resistivos nao lineares

Muitos dispositivos usados na eletronica podem ser modelados como elementos nao lineares, como diodos,
transistores, etc. Os dois elementos bésicos seriam o resistor nao linear e o transcondutor nao linear (figura

1.66).
O,
j O 9

j=f()

<

jab = f(vcd)

® ®

Figura 1.66: Resistor e transcondutor nao lineares.

@6|§

Um sistema nodal nao linear pode ser escrito seguindo-se a mesma ideia de para cada né do circuito
se escrever uma equagao:

E correntes saindo do n6 =0

Resulta um sistema de equagoes nao lineares F (€) = 0, que nao pode ser colocado em forma matricial.
Em raros casos, é possivel uma solugao algébrica pelo procedimento usual de isolar uma incégnita em
uma equagao e substituir nas demais, passando a seguir para outra incégnita, até que reste apenas uma
equagao em uma incognita. O problema é que estas substitui¢oes e a solugao final podem envolver raizes
miultiplas de equagoes, nem sempre soliveis analiticamente, tornando o procedimento muito complexo.
Fica logo evidente que podem existir multiplas solugoes, e que as solugoes podem ser complexas. Solugoes
complexas sao nao fisicas. Se um circuito tiver apenas solugoes complexas, ele na verdade ¢ fisicamente
impossivel e insoltivel. Erros de modelamento podem levar a casos assim.

Exemplo: Seja o circuito nao linear da figura 1.67. As equacoes nodais para ele tem a forma:

®

® o
2Q
24 j:q)Q Jj=1/v,
T

Figura 1.67: Circuito nao linear resistivo.
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Resolvendo:

N2
e S

2
+v2 2 2
Tf+€%:2.-.61:i 2:':% 62261:F\/§::|: 2:‘:%:':\/5

Sao entdo quatro solucdes reais, pois o sinal de Fv/2 é 0 mesmo para um mesmo par e; e es. Os
quatro pontos, juntamente com as duas curvas correspondentes as equagoes, que definem uma parabola
e duas retas paralelas, sao mostrados na figura 1.68.

Figura 1.68: Curvas das duas equagoes e os quatro pontos de solucao.

Um sistema nao linear pode ser resolvido numericamente de forma sistemética pelo método de Newton-
Raphson, na versao multidimensional. Na versio unidimensional, o método de Newton-Raphson3” resolve
a equagao f(x) = 0 linearizando a equacdo em torno da aproximacao atual da solugdo e achando uma
nova solugao considerando a curva linearizada (figura 1.69).

O processo é repetido até que z, 11 ~ z,, dentro da tolerancia requerida. Note que a nova solucao é

a solugao da equacgao abaixo, o que corresponde a achar onde a reta que lineariza a funcao original passa
por zero:

f(xn) - f,(xn)xn + f/(xn)mn—o—l =0
No caso multidimensional, esta equacao toma a forma:

—

F(T,) - [J (F”(fn))} Fo+ [J (F(fn))} Fi1 =0

370 método também usualmente citado como “método de Newton”, foi descrito por Isaac Newton em 1669-1671 em
problemas reacionados com polinémios, mas ndo na forma iterativa. A iteracdo foi introduzida por Joseph Raphson em
1690. Casos especificos do método, como o célculo da rafz quadrada de y resolvendo 2 — y = 0, o “método babilénico”, sdo
conhecidos desde a antiguidade.
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Ay y=f(z)

Figura 1.69: Método de Newton-Raphson unidimensional.

onde [J (F (fn))} é “matriz Jacobiana™® do sistema de equacdes ndo lineares, na aproximacao atual:

Of1 (= Of1 (= Of1 (=

7 (F@))] = oy (@) 5 (7)

Ofn (= Ofn (=
8—;:(1:“) 6;”” (Zn)

Isto é um sistema de equagoes lineares para achar @41 :

[J (F(mn))] Fopr = —F(Z,) + [J (F(:cn))] o
Este sistema tem a forma de um sistema nodal, onde os elementos nao lineares sdo linearizados em
torno da aproximacao atual da solucao #,. O sistema pode ser gerado como um sistema nodal para
andalise de um circuito resistivo linear, montado com os elementos modelados na forma linearizada. A
solucao do sistema € a préxima aproximacao da solugao Z,y1.

1.9.1 Resistor nao linear

Um resistor controlado a tens@o com a curva j = f(v), na versdo linearizada se torna um resistor com
R =1/Gy em paralelo com uma fonte de corrente Iy, com a curva original tocando a reta j = Iy + Gov,
com as mesmas derivadas, no ponto (v, f(v,)):

38De Carl Gustav Jakob Jacobi, ~1841.
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¥ j=f)

j=1o+ Gov

f(vn)

<
§
B

f(”n) - f/(vn)vn @

Figura 1.70: Linearizagao do resistor nao linear.

f(v) = f(vn) _f/(vn)vn+f/(vn)v = Ip + Gov
= f'(vn)
I()— ( ) Gol}n

1.9.2 Transcondutor nao linear

Basta estender a mesma ideia do resistor nao linear para o caso em que a tensao de controle v.q esta em
outro ramo (figura 1.71).

jab = f(Ucd) ~ f(vcd n) - f/(vcd n)vcd n + fl(vcd n)vcd = IO + vacd
Gm = f/('Ucd n)
Iy = f(vcd n) — GmVed n

Para outras fontes nao lineares a linearizagao segue sempre a mesma regra. Uma fonte de tensao
controlada a tensado é linearizada como uma fonte de tensao fixa em série com uma fonte de tensdo
controlada a tensdo linear. Uma fonte de corrente controlada a corrente se torna uma fonte de corrente
fixa em paralelo com uma fonte de corrente controlada a corrente linear. E uma fonte de tensao controlada
a corrente se torna uma fonte de tensao fixa em série com uma fonte de transresisténcia linear. Estas
fontes sao tratadas pela anélise nodal modificada (figuras 1.72, 1.73 e 1.74).
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A

Jab .
Jab = f(vea) Jab = Io + Gomvea
f(den) jab = f(vcd)
f’(vcdn)
N Vedn ’U:d

®
v
@

Iy

@ GmUed

Figura 1.71: Linearizagao do transcondutor nao linear.

f(vcdn) -

f/ (U(:dn ) Vedn

1.9.3 Amplificador de tensao nao linear

Vab = f(vcd) ~ f(vcd n) - f/(vcd n)vcd n+ f/(vcd n)vcd = VO + AOUCd
Ay = f/(vcd n)
‘/0 = f(vcd n) - AO'Ucd n

O © O 5
-0
+
Vap = f(Ved) Ved —>
-0 ®
® @ ©

Figura 1.72: Linearizagao do amplificador de tensao nao linear.

AOUcd

@o1:+40

+0(%)

Ved

P 1:+40Q) @8

79
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O, © O, ©
Jab = f(jcz@ Ecd — I @ ’ Ecd
® @ ® @

Figura 1.73: Linearizagao do amplificador de corrente nao linear.

1.9.4 Amplificador de corrente nao linear

jab = f(jcd) ~ f(jcd n) - f/(jcd n)jcd n+ f/(jcd n)jcd = IO + BOjcd
BO = f/(jcd n)
IO - f(jcd n) - BOjcd n

1.9.5 Transresistor nao linear

O, ©
Vap = f (ﬁg@ Ecd —>
® @

©
ijd Ecd
® @

Figura 1.74: Linearizagao do transresistor nao linear.

Vab = f(Jea) = f(Jed n) = ' (Jed n)jedn + ' (Jed n)jea = Vo + Rmjed
Ry, = f/(jcd n)
Vo = f(jedn) = Rimjed n
Um resistor onde seja calculada a corrente equivale a um transresistor controlado por sua prépria

corrente (figura 1.75). O modelo na andlise nodal modificada corresponde ao de um resistor controlado a
tensao com a mesma funcao ligado ao resto do circuito por um girador unitério.

v=f(j) = f(n) = £'(Gn)in + f'(Jn)i = Vo + Roj
Ry = f/(Jn)
‘/0 = f(]n) - ROjn

Exemplo: Usando ainda o circuito da figura 1.67, o sistema de equagoes obtido formalmente do método
de Newton-Raphson é:

[ (F@)] e = =Fen + [7 (Few) | e
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+
) v
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v=f(j) ‘
- § R
—>
® ®o
Figura 1.75: Linearizagao do resistor controlado a corrente.
% + 2€1n —% €1n+1| o % + e%n -2 % + 26171 —% €1n
S5 R S S R = lewfew 1 |Fl_1Z 1 1, "1 ||,
2 (e1n—e2n)? 2 (ern—e2n)2] €2 n+1 2 e1n—ean 2 (e1n—e2n)? 2 (e1n—ean)? 2n

1 1 2
7 121 3 €1nt1| _ | €in +2
i1 1., 1 _ = |_ 2
2 (e1n—e2n)? 2 (e1n—ean)? €2 n+1 €1n—ean

A figura 1.76 mostra o modelo linearizado em torno de é,,. O sistema nodal correspondente é idéntico
ao obtido da outra forma:

Gi+3 i einy1| _ |—11+2
*% + GnLQ % - m2 €2 n+1 *IZ

1 1 2

. — 2 _ 2, _ . _ _

Gl = 261717 Il = eln_Gleln = —€1n> Gm2 = - 2 IQ _GmQ(eln_eZn) =
(eln - e2n) €in — €2n

O +u- @

NN—
2Q

€in — €2n

G11 I Iy Gma(er — e2)

Figura 1.76: Modelo linearizado em torno da solugao atual.

1.9.6 Fontes nao lineares controladas por varias variaveis

Para uma fonte, de tensao ou de corrente y, controlada por varias varidveis &, a linearizacao é da forma:



CAPITULO 1. TECNICAS BASEADAS NA ANALISE NODAL 82

y= 1@~ JE) ~ 3 S Ern + Y S @a = Yo+ Y Ko
i=1 " i=1 " i=

i=1

Desta forma, quando o sistema converge se tem o esperado y = f(&), pois os somatdrios se cancelam.
Uma fonte de corrente controlada por duas tensées (figura 1.77) seria modelada como:

© 99 9 00

-0
+ o+ +  +
j = f(Uab7 Uef) Ved Ve f —» I Ved Ve f

O]

2 P G Gmav
m1Uab m2Vc
® @ @ O, @

Figura 1.77: Linearizagao de uma fonte de corrente com dois controles a tensao.

Q¢

j = f(vabvvcd)
J = Io+ Gmivay + Gmaved
of

Gml - aT (Uab ns Ved n)
ab

of
avcd

IO = f(vab ns Ved n) - Gmlvabn - GmQUcdn

Gm2 = (Uab ny Ued n)

Exemplo: Seja o circuito da figura 1.78, que contém dois multiplicadores. O modelo para a andlise
nodal modificada pelo método de Newton-Raphson é mostrado na figura 1.79 uma varidvel de corrente é
acrescentada, no ramo contendo as fontes de tensao. Os parametros dos modelos para os multiplicadores
sao:

VUin = €1n — €2n; U2n = €1n — €3n; VU3n = €3n

A1 = AUQn
A2 = A’Uln
V() = A’Ulnvgn — Alvln — AQ'UQTL = —A’Uln’l)gn
G2 = Gvgn
G3 = Guay,
Io = Gvgn’Ugn — GQ'UQ»,—L — G3U3n = —G’Ugn’U?,n

A equagdo acrescentada é:

€2nt1 = Vo + A1(61 n+1 — €2 n+1) + A2(€1 n+1 — €3 n+1)
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O sistema de equagoes nodais modificadas para calcular a préoxima aproximacao da solugao é entao:

1/Ry +1/Ry —1/Ry —1/Ry 0] [erns
“I/Ri+G /R “Gat Gy (1| |
“1/Ry—Gy 0 1/Ry+1/Ry+Gy—Gs 0] | @il
A+ A, —1-—-4 Ay 0] LJan+1
Ry
AVAVAY,
+ ve —

Figura 1.78: Circuito com multiplicadores.

Ry
NV
+ vz —
O = ® % [®
— N .
+ v - Ja

(D) O
G3U3
<5
X

T Il AQ’UQ

Figura 1.79: Modelo linearizado em torno da solugao atual para o circuito com multiplicadores.

1.10 Algoritmo de analise pelo método de Newton-Raphson

Para realizar a andalise de um circuito resistivo, as operacoes a fazer basicamente sdo:

1. Obter uma aproximagao inicial para e;,. Pode ser €, = 0, valores aleatérios, etc.
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2. Montar o sistema linearizado, com todos os elementos nao lineares linearizados em torno da iltima
aproximagao da solugao €.

3. Resolver o sistema, que é linear, achando €,1.

4. Comparar a nova solu¢do com a anterior. Se €,41 =~ €, dentro de um certo critério de tolerancia,
o método convergiu e a solucao foi encontrada, valendo €,1.

5. Se ainda néo foi obtida convergéncia, fazer &, + €,41 e voltar a (2).

Deve-se contar quantas iteragoes sao feitas, e se a convergéncia nao for atingida em um nimero
razoavel delas, interromper o processo. Vaérias técnicas podem ser usadas para fazer o método escapar
destas situagoes, muito comuns.

1.11 Controle de convergéncia

A comparagao de €, com €41 é feita comparando os elementos um a um e procurando a maior diferenca
em médulo. E conveniente usar comparacoes normalizadas se os valores comparados forem maiores que
certo limite €4, em corrente ou tensao (e, = 1, por exemplo), e comparagoes diretas para valores
menores, mas de forma a nao criar descontinuidades:

€nt+1i —€Eni

Se |€n+1 L| > €min, €ITO = €min , Senao erro = |€n+1 i — €En z|

€n41i

O método de Newton-Raphson pode nao convergir, tipicamente com a busca da solugao ficando presa
em um “minimo local”, causado pela existéncia de uma solugao complexa (que nao é fisica) préxima, ou
outras situagoes. Varios métodos podem ser usados para guiar o método para a solugao, supondo que
esta exista:

e Pode-se simplesmente abandonar a solugao atual e partir de uma nova aproximacao inicial a partir
de valores randomicos para as varidveis. E melhor randomizar apenas as variaveis que nao estao
convergindo, pois sendo a solucdo em casos que tenham vérias solucdes pode ser mudada®?, como
em circuitos contendo “flip-flops”. A randomizacao pode ter que ser repetida vérias vezes, e deve-se
entao estipular um nimero maximo de vezes, e abandonar a andlise caso a convergéncia nao seja
atingida.

e Pode-se modificar o circuito temporariamente para uma versao que convirja mais facilmente, e
gradualmente voltar o circuito ao original. Um método bastante usado é o de acrescentar resistores
em paralelo com ramos nao lineares, inicialmente valor pequeno, o que lineariza o circuito e forga a
existéncia de uma solugao, e ir aumentando progressivamente os valores deles, com solugoes a cada
passo usando a solugao anterior como aproximagao inicial. Isto guia a solugao até uma solugao
correta. No ultimo passo, podem ser deixadas no circuito condutancias de valor baixo G, como
usualmente feito em simuladores tipo SPICE (método conhecido como “Gmin stepping”).

. . 7 . . ~ — = .
e Algo similar é partir de uma aproximacao €, = 0 com todas as fontes independentes zeradas, e
voltar gradualmente as fontes a seus valores normais, com solugoes a cada passo usando a solucao
anterior como aproximagcao inicial (“source stepping”).

Com dois métodos de “stepping” também podem gerar mudanga da solucao. Uma possibilidade para
evitar isto é ndo alterar elementos conectados apenas a nés (ou correntes) que estejam convergindo pelo
método normal.

39Em uma anélise no tempo, em que solucdes sdo calculadas a pequenos intervalos de tempo. Ver adiante.
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Exemplo: Circuitos simples que causam ndo convergéncia sdo os mostrados na figura 1.80. Com a
fonte de corrente um pouco fora dos limites entre os picos de +k e aproximagcao ey, atual préxima dos
picos correspondentes, em v, ou v, 0 método passa a alternar entre duas aproximacgoes eternamente,
em torno de v, no caso mostrado, sem encontrar a solugao correta e;. No caso (a) o processo de “Gmin
stepping” é efetivo, pois retifica o resistor nao linear, movendo gradualmente a solugao para o valor correto
e1. No caso (b), o método nao é efetivo, pois a solugdo com G, acrescentada move a solucéo na diregao
do zero quando a corrente é positiva, e o problema de nao convergéncia resurge quando o pico em v,
reaparece com a reducao de G,,;,. Uma solugao € a colocagao de uma fonte de tensao em série com Gin
com valor entre v, e vp, (em equivalente Norton). A gradual redugéo de G, entdo gera convergéncia
corretamente para e;%?. Notar que “source stepping” variando i somente resolve a nio convergéncia se a
aproximagdo inicial para e; ficar acima de v,. A randomizacdo da aproximagao inicial facilmente gera a
solugao correta, quando gera aproximagao acima de vy.

Figura 1.80: Circuitos simples que geram problemas de convergéncia. O caso (a) é resolvido com “Gmin
stepping” normal. O caso (b) ndo. Nenhum tem solugdo garantida com “source stepping”.

1.12 Caminhada randomica

Uma solugao numérica para um sistema nao linear pode ser obtida também por um método simples de
caminhada randémica (“Random walk”), que consiste em, para resolver o sistema F'(€) = 0:

1. Comegar com uma aproximagao inicial €, e avaliar o erro &, = F(&,).

2. Variar aleatoriamente os valores de €, em valores proporcionais ao médulo do erro €,, obtendo
€n+1 = €, + A, avaliando novamente o erro €,11 = F(€,41).

3. Se |€,+1] < |€n], se o0 novo erro for pequeno o bastante, a solugao foi encontrada. Sendo, fazer
€n = €n+1, €n = €En41-

4. Voltar a (2).

O algoritmo explora o sistema de equagtes, procurando um caminho que se aproxima mais e mais
da solucao, embora talvez lentamente e com riscos de nao convergéncia e instabilidade. E também
inconveniente ter que manipular o sistema nao linear, nao matricial.

40Método implementado em uma versdo do programa Mnae.
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1.13 Modelamento

Dispositivos eletronicos comuns nao lineares sao modelados com os modelos discutidos na secao anterior.

1.13.1 Diodos

Diodos, considerando apenas a caracteristica estatica, sao resistores nao lineares. Um diodo semicondutor
usual (figura 1.81) segue uma curva do tipo:

Aj

)

j=1Is(emr 1)

<

C,

Figura 1.81: Diodo semicondutor.

j=1, (e 1)

onde I, é a corrente reversa e Vp = kTT, onde k é a constante de Boltzmann (1.3806503x10~23m?kgs =2 K1),

q é a carga do elétron (1.60217646 x 10~ ! coulombs), e T' é a temperatura absoluta em kelvins. Em
300 K, Vp vale aproximadamente 25 mV. Costuma-se colocar um fator empirico n multiplicando Vp para
adaptar a curva a caracteristicas de diodos reais. Com um modelo assim, os parametros a usar na andlise
pelo método de Newton-Raphson sao:

IQG”UTTLT
Go = =
0 nVr
Ip =1, (em - 1) — Govn

E possivel que ocorra “overflow” no célculo de e"V7 | e assim é mais seguro limitar o valor de v, em
algo como 0.7 V, usando o valor do limite no lugar de v, se o limite for excedido. Isto corresponde a
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estender a curva do diodo como uma reta acima do limite. Fazer isto também facilita a convergéncia no
método de Newton-Raphson, evitando correntes exageradamente altas durante o cédlculo.

1.13.2 Diodos lineares por partes

Nao apenas diodos, mas quaisquer resistores nao lineares, podem ser modelados por uma fungao formada
por uma sequéncia de retas que se interceptam em pontos dados (v;, j;). As retas além dos limites méximo
e minimo de v podem ser extensoes das retas entre os pares de pontos nos dois extremos.

Aj

Vg, Vg

V3, J3

®

V2, J2

V1, J1

.

©

Figura 1.82: Resistor linear por partes.

Dada a solucao atual v, estd determinado o segmento atual e os dois parametros da linearizagao, que
vem das equacoes das retas. No exemplo, ha trés possibilidades, dados os 4 pontos:

U<U21G0:H;10:j2*Govz

Vg — U1
02§v<vng0:M;Io=j3—G0U3
V3 — VU2
Ja—J3 .
v>wg: Gy =1y =js— Gouy
Vg — U3

O modelamento linear por partes pode ser usado para fontes controladas por uma variavel também, de
forma similar. Uma propriedade interessante dos circuitos onde todas as nao linearidades sejam tratadas
desta forma é que uma vez que a solugao atual €, coloque todos os dispositivos em seus segmentos
corretos, a solucao é exata. Uma nova solugao, como o método de Newton-Raphson faria buscando a
convergéncia, d4 exatamente o mesmo resultado.*!.

41Em um circuito com todos os elementos lineares por partes com vérias solugdes, é simples encontrar todas elas. Basta
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1.13.3 Diodo ideal

O diodo ideal exigiria um segmento vertical, o que nao pode ser feito pela andlise anterior. Pode ser
tratado como sendo ou um curto-circuito onde a corrente j é calculada ou um circuito aberto onde a
tensao v é calculada, seguindo-se as regras de atualizacao:

v="0,7>0

v<0,7=0

.

®

Figura 1.83: Diodo ideal.

Se era um circuito aberto e v,, > 0, modelar como curto-circuito, sendo continuar modelando como
circuito aberto.

Se era um curto-circuito e j, < 0, modelar como circuito aberto, senao continuar modelando como
curto-circuito.

Para nao ser necessario alterar a estrutura do sistema de equagoes, usando apenas equacoes nodais,
pode-se modelar o diodo como dois resistores em série, que tem resisténcias iguais com sinais opostos
para modelar um curto-circuito ou tem uma das resisténcias infinita para modelar um circuito aberto.
A corrente pode ser obtida a partir da tensao sobre um deles e a solugao para as tensoes nodais. Pode-
se também usar andlise nodal modificada, montando a estampa de um curto-circuito onde a corrente é
calculada ou a estampa de uma corrente nula (a equagdo do ramo é simplesmente j = 0). Um modelo
que corresponde a isto é mostrado na figura 1.84. Para circuito aberto, os transcondutores formando
um girador nao sdo montados no sistema. Para curto-circuito, o resistor (unitdrio) ndo é montado. Em
ambos os casos ha uma varidvel a mais.

inicializar o método com todas as combinagoes de segmentos de todos os componentes e ver para onde convergem. Os casos
correspondentes as solugoes convergem imediatamente. Note-se que nao é necessario saber qual a solugao inicial, ja que
qualquer uma com os mesmos segmentos da solugdo converge para ela.
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@

@
_ @ €x T'Uab:
®

Figura 1.84: Modelo para um diodo ideal.

1.13.4 Transistores bipolares

Um modelo de simples implementacao e que cobre todas as possibilidades de operacao (cortado, ativo,
saturado e invertido) é o modelo de Ebers-Moll (figura 1.85). Um exame em livros e artigos que mostram
o modelo mostra que ha duas formas usuais: Em uma (esquerda), duas fontes controladas séo controladas
pelas correntes nos dois diodos. Em outra (direita), elas sdo controladas pelas correntes de emissor e de

coletor.

aripc  ipgy @ —agic
it 0@ it 0@

Figura 1.85: Variantes do modelo de Ebers-Moll para o transistor bipolar.

O artigo original [1] usa a segunda forma. Os dois modelos tem o mesmo comportamento, como
mostrado abaixo. Os diodos seguem funcgoes arbitrdrias, controladas pelas tensoes vy, entre base e
emissor, e vp., entre base e coletor:

Z'DC' = fc(vbc)
ipE = fe(Vbe)
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Para o primeiro circuito:

ic = —ipc + apipE
le = —ipE + QRIDC
Para o segundo circuito:
le = —ipC — QFle
le = —IpE — QRic
ic = —ipc + QFipE + QFQRl.
le = —ipE + QRipc + QRAFI,
. 1 ) )
ic = ———(—ipc + aripg)
1-— QARFpOQR
. 1 . )
ie = ——(—ipEg + aripc)
1-— QRO R

Os dois modelos sao entao equivalentes se as fungoes dos diodos forem escaladas no primeiro circuito
como:

1

1pCc = mfc(vbc)
. 1
IDE = mfe(vbe)

O primeiro modelo é de implementagao simples no método de Newton-Raphson. Basta obter os
modelos para os diodos, com resistores e fontes de corrente, a partir das tensoes atuais sobre eles e das
fungoes que seguem, e colocar fontes de corrente e transcondutores em proporgao, para gerar o efeitos
das fontes de corrente controladas a corrente (figura 1.86). Usando o segundo modelo, basta escalar as
fungoes dos diodos como mostrado.

, 1
ZDcf QpipE Go e
i i arlg apG EUbe
—> —>

arlc arGcUse

Figura 1.86: Modelo linearizado correspondente ao modelo de Ebers-Moll.
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Notar que este modelo ndo modela o “efeito Early™?, que faz a corrente de coletor aumentar em

proporgao a v... O modelo pode ser alterado para que isto ocorra, implementando-se uma multiplicacao
da corrente de coletor por 14 v../V4, onde V, é a “tensdo de Early”, um valor que pode ser determinado
experimentalmente, usualmente entre 15 V e 150 V. Para manter a simetria do modelo, pode-se acrescentar
uma corrente i.vq,/Va entre coletor e base, e outra i.ve,/V) entre emissor e base. Estas fontes seriam
tratadas como fontes controladas por duas varidveis, multiplicadores. Como i, = —ipc + apipg €
ie —ipE + QRiDpC, as correntes a acrescentar sao proporcionais a multiplicagdes das correntes nos diodos
POr vep € Vep. Faz pouca diferenga, entretanto, implementar apenas a multiplicagao da corrente de coletor
por 1+ v../Va. Para isto coloca-se em paralelo com o transistor, entre coletor e emissor, uma fonte de
corrente i.v../Va. Considerando diodos genéricos, como feito no modelo acima, a corrente a acrescentar
vale:

vce

anrly = Z'c’Uce/VvA = (afe(vbe) - fc(vbc))viA

Esta é uma funcao nao linear com trés controles (Figura 1.87), e é linearizada com trés transcondutores
e uma fonte de corrente, realizando:

anrly =Iy+ lebe + GQch + G?)vce

onde:

v
Gl - afé(vbe n) =

Va
G _ _f/(v )Uce n
2 = c\Ubcn VA
1
Gs = (afE(Ube n) - fc(vbc n))7
A
Vce n
IO = (afe(vbe n) - fc(vbc n))ViA - lebe n GZchn - G3vce n = *lebe n G2vbc n
anrly
—»
Ok
IO
G1Vpe Gavpe G3Vee
Ok

Figura 1.87: Modelo a acrescentar para criar o efeito Early.

Ja tendo calculados os parametros dos diodos do modelo, as fungoes requeridas podem ser obtidas
diretamente deles:

fe(ben) = GE
fe(Wben) = Go
Je(Vbe n) = GEVbe n + IE
fe(Vbe n) = GoVpe n + 1o

42J. M. Early, “Effects of space-charge layer widening in junction transistors”, Proc. IRE, vol. 40, pp. 1401-1406, 1952.
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Para o transistor PNP, basta trocar as polaridades dos diodos e os sentidos dos amplificadores de
corrente, ou apenas trocar as polaridades dos diodos, mantendo os amplificadores. Para fazer isto usando
o modelo de diodo semicondutor, basta trocar os sinais de I e nVp.

Exemplo: O modelo pode gerar resultados estranhos em certos casos. Seja o circuito da figura
1.88, onde se tenta usar uma unica analise para determinar que resistor deve ser colocado entre a fonte
de alimentacao e a base do transistor para que a tensao no coletor seja de exatamente 6 V. Com o
amplificador operacional ideal montado como mostrado (um par “fixator-norator”), a solugéo do circuito
forga esta condigao, e o valor necessario do resistor seria calculado dividindo a tensao sobre o ramo de
saida do amplificador por sua corrente de saida.

Figura 1.88: Circuito para calcular o valor do resistor de base, que d4a resultado estranho.

Ocorre que existem duas solugoes neste circuito. Uma é a normal, que geraria uma tensao vp. em
torno de 0.6 V e uma pequena corrente de base, mas ha outra, com o transistor saturado, uma gigantesca
corrente de base e uma enorme tensao vp.. Modelando o circuito com diodos com I, = 3.77513 x 1014
A e nVp =0.025 V, com curva estendida como reta se v > 0.9 V, e parametros a = 0.99 e «,. = 0.5, as
duas solugoes resultam em:

a)vpe = 0.644794 V; j5 = 6.00006 x 1075 A; R, = 1892350
b)vpe = 600.875 V; js = 1.97259 x 106 A

Dependendo de qual aproximagao inicial é usada, uma ou outra solugao é encontrada.

1.13.5 Transistores MOS

Um modelo adequado para transistores onde os campos elétricos internos nao sao muito grandes, ou para
transistores de dimensoes ndo muito pequenas, é o de Shichman-Hodges [4], que também é o modelo de
“nivel 1” de simuladores tipo SPICE. A formulagdo usual do modelo (diferente da encontrada no artigo
original, mas com mesmo resultado), é, para um transistor de canal N com largura W e comprimento L:

0, se vgs < V4, corte.
ip = K% (2(vgs — Vi)vgs — vdSQ) (14 Avgs), se vgs < vgs — V4, regido dhmica, ou de triodo.

K%(Ugs — Vt)2(1 + Avgs), se vgs > vgs — Vi, regido de saturagao.
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Ugs € Vgs SA0 as tensodes entre porta (“gate”) e fonte (“source”), e entre dreno (“drain”) e fonte, respec-
tivamente, W é a largura do canal, L o comprimento do canal, V; a tensao de limiar (“threshold”), K o
parametro de transcondutancia e A um parametro que controla a inclinagao das curvas, de forma similar
a do efeito Early nos transistores bipolares. Considera-se ainda o “efeito de corpo”, que faz com que a
tensao v, tenha que ser maior para fazer o transistor conduzir se a tensao no substrato (terminal b, de
“bulk”) for mais negativa, fazendo V; variar com vps:

Vi = Vio +7(V/6 — vbs — V9)

O parametro de transcondutancia K é fungao da mobilidade dos portadores de carga no canal p e da
capacitancia por unidade de area entre o “gate” e o canal C,,*3:

~ p1Cog
T2

Valores tipicos para os parametros podem ser V; =1V, K =50 x 1076 A/V2 XA =0.01, vy = 0.3 VvV
e ¢ = 0.6 V, dependendo do processo usado. A mobilidade vale por volta de u = 0.05 para canal N e
w = 0.02 para canal P.

z’d¢ o@ ig

>
(@) o
@ @ I Glds
@ — @ o GmUgs GmbVbs
(@]

Figura 1.89: Modelo linearizado para um transistor NMOS.

K

O modelo para a andlise pelo método de Newton-Raphson tem entdo trés transcondutancias (uma
delas uma condutéancia) e uma fonte de corrente (figura 1.89), pois a corrente entre “drain” e “source”
¢é controlada por trés tensdes. O estado do transistor é definido pelas tensdes vgsrn € vgsn da tltima
aproximagao da solugao, e os valores das transcondutancias sao obtidos como:

43E comum também se definir K = uCl,, com o “2” absorvido nas equagdes.
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Gys:
Corte: 0

. w
Triodo: Kf (2 (Vgs n — Vi) — 20as n + 4N (Vgs n — Vi) Vds n — 3AVgs n2)
w
Saturacao: Kf(vgS n— Vt)z)\

G :
Corte: 0

Triodo: K% (2045 n (1 4+ Avgs n))

w
Saturagao: K — (2 (vgsn — Vi) (1 4+ Avgs n))

L
Gmb :
Corte: 0
Gmy

Triodo: —————

2 Vv (b — Ubs n

G'H’L

Saturacgao: i

2V¢_Ubsn

Notar que G,y € proporcional a G, pois V; aparece sempre subtraido de vgs nas férmulas, e entao

_ _ Oip 0V}
Gmp = WVys Vs

Para o transistor PMOS, pode-se trocar todas as polaridades das tensoes e o sentido de ip. No mais
o modelo é idéntico.

Como os transistores sdo simétricos mas o modelo nao é, é necessario definir que terminais sao “drain”
e “source”. Para transistores NMOS, o “source” é o n6 de menor tensao nodal entre os dois. Para
transistores PMOS o oposto. O modelo deve incluir ainda diodos de “drain” e “source” para o substrato,
com anodos no substrato para transistores NMOS e catodos no substrato para transistores PMOS. Os
parametros destes diodos dependem da geometria das regioes de “drain” e “source”, usualmente da area
e do perimetro. H4 um problema com o modelo se estes diodos conduzem, pois v pode ficar maior que
o. E necessério entao adaptar as equagoes que modelam o efeito de variagao de V; com vps para que isto
nao ocorra, por exemplo limitando vps & ¢/2 ou menos.

1.13.5.1 Modelo para canal curto®*

O modelo de “nivel 1”7 é de simples manipulagdo e util para projetos iniciais de circuitos, mas nao da

resultados corretos para transistores com “canal curto”, onde os campos elétricos internos sao elevados.

Uma modificacio que nao acrescenta muita complexidade é alterar as equacdes na forma?®:

0, se vgs < V4, corte.
ip = K% (2(7)95 — Vi)vgs — vdsz) Vasat/ (Vgs — Vi) (1 + Avgs), se vgs < vgs — Vi, regido 6hmica, ou de triodo.

K%(fugS — Vi)vasar(1 4+ Avgs), se vgs > vgs — Vi, regifo de saturagéo.

onde vgsqt = (vgs — V4)//(LEsqt) (// é a operacao de paralelo de impedéancias). FEsq; é tipicamente
da ordem de 4 x 10% V/m. Assim, as férmulas sido como as de canal longo se Vgs — Vi << LEgq4, € 0

44Material opcional.
45T, Lee, “The design of CMOS radio-frequency integrated circuits”, Cambridge U. Press, 2004.
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crescimento da corrente se torna linear com vgs — V; e independente de L se o campo elétrico ¢é intenso. As
expressoes equivalem a multiplicar ip por vgsat/(vgs — V2). O modelo para a andlise de Newton-Raphson
tem a mesma estrutura da figura 1.89, com parametros calculados de forma similar:

Gys :
Corte: 0
Eou K —4 — 2 —
Triodo: — sat W(Uds n)\(3vds n (Ugs n ‘/t)) + (Uds n Vgs n + V;f))
LEsat + Ugs n - ‘/t

 Ea KW (vgs n — V3)?

Sat . sat gsn
aturacao LEomy + 0gen —V,
G
Corte: 0
Triodo: Esatvds nKW(2EsatL + Vs n)(l + )\Uds n)
(LEsat + vgs n - V;f>2

R O tKW(U sn Vt)(2Esat + Vgsn — ‘/t)(l + A\vgs n)

Saturacdo: —— 95 7 g
¢ (LEsat + vgs [ ‘/t)2
Gmb :
Corte: 0
GmY

Triodo: ————

2 \% ¢ — Ubsn
Saturagao: Gmy

2V/¢ — Vps n

Muitos outros modelos tem sido desenvolvidos para transistores, acompanhando a evolugao da tecno-
logia. Na maior parte sdo complexos e lteis apenas para andlise numérica?é. Parametros dindmicos dos
modelos para transistores, capacitancias, serao tratados mais adiante.

1.13.6 O tiristor, ou SCR

®

2)

ol Pl el™®

Figura 1.90: Tiristor, ou SCR (a), e seus modelos em corte (b) e em conducao (c).

Um SCR (“silicon controlled rectifier”), figura 1.90 tem dois estados possiveis, conduzindo e cortado,
e o comportamento, determinado pelas tensoes e corrente entre os terminais de anodo (A4), catodo (K) e
porta (“gate”) (G):

46Um outro modelo que é interessante citar é o de “subthreshold”, que descreve o comportamento do transistor MOS
quando vgs fica muito préxima ou menor que V;. Nesta condigdo a corrente ip, muito pequena, varia exponencialmente

vgs

com vgs, na forma ip = Ipg %G"VT , onde napproxl.2.
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Se varx > Viin € Jox > Igmin, Passa a conduzindo

Se estd cortado N )
Senao continua cortado

~ 3 . Se jak > Imin, continua conduzindo
Sendo (estd conduzindo) N
Sendo passa a cortado

Os limites Vinin € Inin definem a minima tensao e a minima corrente para condugao, € Igmi, & minima
corrente para o disparo, ou entrada em condugao. Uma outra possibilidade é modelar o SCR com um
modelo com dois transistores, um NPN e outro PNP, como na figura 1.91, o que imita a estrutura interna
do dispositivo. Os transistores podem usar o modelo de Ebers-Moll.

a) b

@o
® (e
© © |5

g—os@
Je B Sl
®

Figura 1.91: Modelo para o SCR (a) usando transistores (c), derivado da estrutura interna com quatro
camadas de semicondutores com dopagens P e N (b).

c)

)
@3

\

/

1.13.7 Portas légicas

Circuitos légicos estaticos podem ser modelados como fontes controladas nao lineares, com funcao que
descreve o comportamento tendo regioes separadas, o que é um modelamento por partes.

1.13.7.1 Inversor

Seja um inversor CMOS, operando com niveis 1égicos 0 e V. Sua curva de transferéncia pode ser como
a da figura 1.92, e o modelo como também mostrado. Uma resisténcia de saida é acrescentada para mo-
delamento mais realistico de carregamentos. Na estrada poderia ser colocada uma capacitancia, tratada
como na se¢ao seguinte.

O modelo linearizado pode ser obtido na forma, correspondendo aos modelos da figura 1.93:

Calcula-se V, = g —A (em — Z)

Se Vo, >V: Vo=V; A; =0
Senaose V, <0: Vj=0; Ag =0

\%
Senao V) = 5(1 +A); A=A
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Figura 1.93: Modelo linearizado para o inversor (a), e equivalente Norton (b).

1.13.7.2 Portas de duas entradas

97

As curvas das portas NAND, AND, NOR e OR de duas entradas, idealizadas de forma similar ao feito
para o inversor, sao mostradas na figura 1.94. As figuras sao visoes da curva tridimensional da porta,
sem carga, vistas da diregao da tensao de saida e.. Nas dreas hachuradas a derivada de e. em relacao a

eq € e, vale = A, dependendo da porta.

Seja por exemplo a porta NAND da figura 1.95. Nota-se que, pela simetria da curva, se e, > ¢, a
curva é a de um inversor comandado por ey, e se e, > e, um inversor comandado por e,. O modelo é

entao o da figura 1.96, onde os parametros podem ser obtidos como:
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Figura 1.94: Curvas de transferéncia das portas légicas de duas entradas.

a) b) A e c)
@ R, @ 14
-0 1% 0
© Mo ®
S @ f(eb,ec) ) % T
— V V (&
) : >
¥ v

Figura 1.95: Curva de transferéncia (c¢) de uma porta NAND de duas entradas (a), e seu modelo (b). Na

regiao hachurada da curva a inclinagao vale —A, como no inversor.

Se e, > e

Senao

Vv Vv
Calcula-se V,, = 5~ A (ebn - 2>

Se Vo, >V: Vo=V; A, =A,=0
Sendose V, <0: Vo =0; A, =A,=0

Senao % = %(1 + A), A1 = O, A2 =-A

lcula-se V, = — — A ecn — —
Calcula-se 5 (e 2)

Se Vo, >V: Vog=V; A, =A5=0
Sendose V, <0: Vg =0; Ay =A>,=0

Senao V) = %(1 +A); Ay =—-A4; A, =0

Para modelar uma porta AND basta trocar o sinal de A. Para modelar uma porta NOR, basta trocar
o teste para se e, < ep, € para modelar uma porta OR basta fazer as duas trocas. O modelo é sempre o
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a) b)

Figura 1.96: Modelo linearizado para a porta NAND (a), e equivalente Norton (b).

da figura 1.96%7.

1.14 Calculo de ponto de operacao e modelo de pequenos sinais

Quando um circuito estd ligado ha muito tempo, sem fontes varidveis ativas, tendo atingido uma situacao
estavel, diz-se que atingiu seu “ponto de operagao”. A andlise para calcular o ponto de operagao consiste
na resolucdo do circuito, em geral ndo linear, obtido quando capacitancias e indutancias sdo zeradas*®,
e fontes de sinal também zeradas, deixando-se no circuito apenas fontes continuas®. A partir do ponto
de operagao calculado, é possivel calcular o efeito de fontes de sinal de pequena amplitude linearizando
o circuito em torno do ponto de operagao, considerando apenas variagoes. Como o circuito é entao
linear, podem ser feitas andlises de resposta em frequéncia e outras requerendo linearidade. O modelo de
pequenos sinais, onde estas analises sao feitas, pode ser obtido zerando-se todas as fontes continuas do
modelo usado na anélise de Newton-Raphson, com os valores finais do calculo do ponto de operagdo. A
este modelo sdo repostos capacitores e indutores, e as fontes de sinal.

Exemplo: Seja a analise do amplificador da figura 1.97a. A anilise de ponto de operacao usaria o
circuito da figura 1.97b no método de Newton-Raphson usando o modelo de Ebers-Moll*°, onde capaci-
tancias, induténcias e fontes de sinal foram zeradas. Apés a solugdo do ponto de operagdo, andlises de
circuitos lineares, como resposta em frequéncia, seriam realizadas com o modelo da figura 1.97b. Seriam
também incluidas as capacitancias do transistor, calculadas a partir do da solugdo encontrada para o
ponto de operacao®'. Notar que a andlise nodal modificada permite manter sempre a mesma estrutura
para o circuito.

Sejam os parametros do circuito os dados no “netlist”®2:

47Esta formulacdo, que vale para portas com mais entradas também, usa as funcdes do inversor e do “ndo inversor”,
controladas, no caso de portas NAND e AND pela menor tensdo de entrada, e no caso de portas NOR e OR pela maior
tensao.

48Para, evitar singularidades causadas por capacitores isolando partes do circuito ou indutores formando ciclos fechados,
é melhor substituir capacitores por resistores grandes e indutores por resistores pequenos.

49E talvez fontes pulsadas de grande amplitude, com seus valores iniciais.

50Sem efeito Early. A inclusdao deste geraria mais trés transcondutores no modelo de pequenos sinais. Usados controles
das fontes pelas correntes nos diodos.

51530 as capacitancias de juncdo e difusdo dos diodos base-emissor e base-coletor. Ver secio 1.15.14.4.

52Formato para anélise no programa Rfnlin, usado no exemplo.
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Figura 1.97: Modelo para célculo do ponto de operacdo no método de Newton-Raphson (b) e modelo de
pequenos sinais (c¢), para o amplificador (a).

Circuito exemplo

R3
R4
R2
R1
L1
Cc2
C1
Cc3
Q1

3

B R wWwo oo

0

N TN O P NO O

500

1000

5000

10000

10E-3

100E-6

10E-6

10E-6

3 NPN 0.99 0.5 1E-09 0.0434294 1E-09 0.0434294 1E12 5E-12 1E-16 5E-12 1E-16

VIN10100
VCC 6 0 0 0 10
.AC DEC 100 1 100E9

Os parametros do transistor estao na sequéncia: Q<nome> <ndc> <néb> <néde> <tipo> <ap>
<ap> <Isg> <nVrp> <Is¢> <nVre> <Vai> <Cop> <Cig> <Cyc> <Cic>, onde os pardmetros
terminados em “E” se referem ao diodo base-emissor e os terminados em “C” ao diodo base-coletor. V4 se
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refere ao efeito Early, ignorado no caso. Os diodos com estes parametros tem corrente reversa de 1 nA e
conduzem 1 mA com 0.6 V. Os quatro parametros finais sdo para cdlculo das capacitancias, e geram 5 pF
para a capacitancia de juncao com tensao nula e 100 pF para a capacitancia de difusao para corrente de
1 mA. As fontes sao especificadas por V<nome> <né+> <né-> <modulo> <fase> <valor continuo>.
O resultado da andlise de ponto de operagao é:

el: 0

e2: 3.16687
e3: 2.49702
ed: 10

eb: 0

e6: 10

jL1: 0.0049441
jVIN: O

jVCC: -0.00562742
Q1: tipo=N Vbe=0.669845 Vbc=-6.83313 Vce=7.50298 Ibe=0.00499404 Ibc=-1e-09
Ic=0.0049441 Ib=4.99399e-05 Cbe=5.06475e-10 Cbc=1.42056e-12

A andlise a partir de valores nulos para todas as varidveis requer 6 iteragoes até precisao relativa de
105, As curvas dos diodos foram linearizadas a partir de 0.7 V. Com mais, mais iteracdes sdo necessarias
e a convergéncia pode ficar dificil. Os graficos da resposta em frequéncia para saida no né 5 sdo os da
figura 1.98.

120
1:F % Bm
2 Fw Bf
el
1e-05

1f Hz Te+11

Figura 1.98: Curvas de médulo e fase obtidas para a resposta em frequéncia do amplificador da figura
1.97. Os limites do grafico de fase sao £180°. O ganho de tensao ¢ inversor na banda central. Em alta
frequéncia as capacitancias do transistor geram um polo real negativo e um zero real positivo, fazendo a
fase terminar em 0°, devido ao caminho capacitivo da entrada até a saida.
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1.15 Analise nodal no dominio do tempo

Anélises transientes no tempo podem ser calculadas numericamente usando métodos de discretizacao das
integragoes, que reduzem o problema & andlise de circuitos resistivos. O que interessa aproximar é a
integragao, no caso de uma variavel:

to+At
y(to + AF) = y(to) + / f(t)dt

to
Vérios métodos numéricos sdo conhecidos para aproximar a integragdo. Alguns dos mais simples
sdo os métodos de Euler®®, o método dos trapézios®® e os métodos multipasso de Adams-Bashforth,
Adams-Moulton®® e de Gear®S.

1.15.1 Meétodo “backward”, ou implicito, de Euler
4

f(to)

B

to  to+ At

Figura 1.99: Integracao “backward” de Euler.

A fungdo é aproximada por retangulos “para tras”. Resulta uma equagdo associando o valor futuro,
em t = tg + At com o valor presente, em tg:

y(to + At) =~ y(to) + At f(to + At)

O método tende a aumentar o amortecimento, introduzindo erros bastante severos na simulacao se o
passo At nao for pequeno o bastante. Um tanque LC simulado por este método gera uma senoide que decai
com o tempo. Por outro lado, é bem comportado quando existem transi¢oes abruptas e chaveamentos
rapidos.

1.15.2 Meétodo “forward”, ou explicito, de Euler

A fungao é aproximada por retangulos “para frente”. Resulta uma expressao explicita para o valor futuro:

53Leonhard Euler, “Institutionum calculi integralis”, 1768-1770.

54 A forma que se segue ao método “backward” de Euler, dentro dos métodos de Adams-Moulton de integracio numérica.

55John Couch Adams, Francis Bashforth, 1883, Forest Ray Moulton, 1926.

56C. W. Gear, “Simultaneous Numerical Solution of Differential-Algebraic Equations”, IEEE Transactions on Circuit
Theory, vol. 18, no. 1, pp. 89-95, jan. 1971.
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L 0

f(to)

to  to+ At t

Figura 1.100: Integragao “forward” de Euler.

y(to + At) = y(to) + At f(to)

O método tende a reduzir o amortecimento, possivelmente causando instabilidade. Um tanque LC
simulado por este método gera uma senoide que cresce com o tempo. E muito mal comportado quando
existem transi¢oes abruptas, e gera “memoérias falsas” em elementos reativos, como se verd adiante.

1.15.3 Meétodo dos trapézios, ou integragao bilinear

b i)
f(to)
f(to+ At)
to  to+ At t=

Figura 1.101: Integragao trapezoidal.

A funcao é aproximada por trapézios, com muito maior precisdo. Resulta uma combinagao dos dois
métodos de Euler.
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At

y(to + At) = y(to) + - (f(to) + f(to + At))

E um dos melhores métodos, muito mais preciso que os de Euler. Nao altera o amortecimento. Circui-
tos que gerariam senoides perpétuas continuam a gera-las, com apenas um pequeno erro de frequéncia para
menos. Gera, entretanto, alguma “memoria falsa” e nao é bem comportado quando existem transigoes
abruptas, embora seja bem melhor que o “forward” de Euler quanto a isto.

Outros métodos interessantes sdo os de Adams-Bashforth e de Adams-Moulton, que generalizam os
métodos de Euler usando informagao de valores anteriores de funcao f(t), e o método de Gear, que usa
informagoes de tempos anteriores da fungao y(t), discutidos adiante.

A aplicacao dos métodos de integracao é feita sobre os elementos reativos diretamente, gerando mo-
delos resistivos.

1.15.4 Capacitor linear invariante no tempo

1 [to+at
’U(to + At) = U(to) + = / ](t)dt
C Ji,
Método “backward” de Euler: O capacitor é modelado por um resistor, em série com uma fonte de
tensao ou em paralelo com uma fonte de corrente, fazendo-se o equivalente Norton.

Q

v(to + At) = v(ty) + %j(to + At)
Jlto + At) % 2 (vl + A1) = o(t0)

A forma adequada para andlise nodal é a ultima, em que a corrente é expressa em funcao da tensao.

@ @

@O %
+ I % Agtv(tO)
’U(to) c —-»

B v(to)

® ®

Figura 1.102: Capacitor no método “backward” de Euler.

C
a[+S —&] [ealto+ A0)] | T a0 t0)
b —% —|—% eb(to—‘rAt) —Agv(to)

t

Método “forward” de Euler: O capacitor é modelado como uma fonte de tensao.

At .
v(to + At) = v(to) + Fj(to)
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A corrente no capacitor deve ser calculada ao fim da andlise pois é necessédria no passo seguinte. Andlise
nodal modificada é necesséria, e circuitos fechados de capacitores e fontes de tensao sdo proibidos, o que
nao é pratico. Note-se que existe uma “meméria falsa” de corrente que pode introduzir sérios artefatos

na simulagao.
J(to) # @ @
+

c —» v(to) + %j(to)

v(to)
o ®

Figura 1.103: Capacitor no método “forward” de Euler.

Método dos trapézios: O modelo é similar ao do método “backward” de Euler, mas também com
memoria falsa de corrente, que pode também introduzir artefatos. A corrente tem que ser calculada ao
fim da anélise.

v(to + At) = v(ty) + ;%t (j(to) + j(to + At))
2C

jto + At) ~ Al (v(to + At) — v(to)) — j(to)

O modelo tem a mesma forma do usado no método B. E.:

O, @

ity o(a) £
i I e Krv(to) + j(to)
”U(to) C —»

>
- @ v(to) + 5ei(to) @
®

Figura 1.104: Capacitor no método dos trapézios.

+ 2% (k) + (ko)

al|+X - [ea(t(ﬁ-At) B AL
b|_2c 20 to+At)| 20 ,
A tar) [eolto + A - Ktv(to) — j(to)

1.15.5 Indutor linear invariante no tempo

1 [to+At
j(to + At) = j(to) + Z/ ’U(t)dt
to
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Método “backward” de Euler:
At

j(to) + Tv(to + At)

L
L . it

A7 (j(to + At) — j(to))
ity o (o) £ 2 yilte+An

J(to + At) =~

U(to + At) =~

£ (to)

® ®

Figura 1.105: Indutor no método “backward” de Euler.

Para anélise nodal simples, usa-se a forma com controle por tensao.

a |+t =4 lealto+ A1) | —ilto)
b -4t +88 |es(to + Al) + j(to)

Para analise nodal modificada, usa-se o modelo controlado a corrente, com a vantagem de se ter a
corrente calculada.

a +1 ea(to + At)
bo| T Ll lep(to+At) | = | .
v US| | e A + 274 (to)

Método “forward” de Euler:

) ) At
J(to + At) = j(to) + f”(to)

i)y o («) @

Jr
L+ o(to) —> j(to) + SEu(to)

® ®

Figura 1.106: Indutor no método “forward” de Euler.
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O modelo é uma fonte de corrente, compativel com a andlise nodal simples. Este modelo pode ser
)
usado junto com capacitores modelados pelo método “backward” de Euler, com menos erro do que se

forem todos os elementos modelados pelo mesmo método de Euler. Blocos de circuito conectados ao resto
apenas por indutores e fontes de corrente sao proibidos.

]

j(to + At) ~ j(to) + %(’U(to) + 'U(to + At))

wlto + A1)~ 22 (jlto + A1) ~ (1)) ~ (i)

eal(to + At) - %U(to) — J(to)

ep (to + At)

+ 2hot) + 4t0)

Método dos trapézios:

® ®

Figura 1.107: Indutor no método dos trapézios.

Novamente se tem um modelo para uso na andlise nodal simples, que exige calculo da corrente apos
a analise, e um modelo mais conveniente para a andlise nodal modificada, com calculo da corrente:

_ _ . At
a[+8 —807 Jeuto + An)] |~ (o) = 5pvlto)
_At At At
b L 2L +2L _€b(t() + At) —|—j(t0) + E’U(to)
a M. N | T ea(to + At)
bo| Tl {eto+ AL | = g
B 2L | |-t 2L
v | 1 +1i+% i(to + AD) +377(to) +v(to)

1.15.6 Transformador linear invariante no tempo
Basta generalizar o caso do indutor para uma forma matricial.

. . to+At

it +80) = jito) + 11 [ (0

to

Método “backward” de Euler
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J(to + At) = j(to) + At[L]0(to + At)
ilto + A0) ~ LIt + A1) — J(t0))

Para o caso de dois enrolamentos correspondendo a primeira forma na figura 1.108, na forma para
analise nodal simples a estampa é:

a [+THAL —T1 At +TAE —TyAt] [€alto +AY) = Jav(to)

b 7F11At +F11At 7F12At +F12At €b(t0 + At) N + jab(tO)

c |4+l T At +T20At —Tolt| |e (tg + At) — Jea(to)

d | —T91 At +T91 At —TosAt 4T At calto + Al) ¥ Gealto)

E para anélise nodal modificada, correspondendo a segunda forma na figura 1.108, a estampa é:
] Nealto+rn ] _
a P+l
b 3 —1 eb(t() + At)
c i +i ec(tO + At) .
|ttt S L A ||
L1 +1 A d(OA) +2& (L1jab(to) + Mjea(to))
: ablt t
v 1l e | [Jallo R AN () + Lajea(to)
_jcd(t() + At) |

Como acontece em outras andlises envolvendo transformadores na anélise nodal modificada, as estam-
pas dos indutores e do acoplamento sdo independentes. E como no caso dos indutores nao acoplados,
na andlise nodal simples é necessédrio calcular as correntes apds andlise, para usar no passo seguinte. A
andlise nodal modificada calcula tudo diretamente.

O, ©

O O
. 1 .
Jab(to) oA %P %P T AL Jea(to)
O

O
@ M @ oAt veg To1At vgp
I ® @
Ll L2 —>
@ Jap RiJed Kt Jab P @
® @ 0 0
Lo
At
27 (L1jab(to) + Mjea(to)) e e A7 (Mjab(to) + Lajea(to))

® ®

Figura 1.108: Transformador com dois enrolamentos no método “backward” de Euler.
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Método “forward” de Euler:

jto + At) & j(to) + At[Li(to)

Sé existe a forma para andlise nodal simples, que gera fontes de corrente, com meméria falsa das
tensoes. Para o caso de dois enrolamentos:

a eq(to + At) — Jab(to) — At (I'11vap(to) + L'12vea(to))
b eb(to + At) _ + jab(to) + At (anab(to) + Flgvcd(to))
¢ ec(to + At) — Jed(to) — At (T'21v45(t0) + T'22vca(to))
d eq(to + At) + jea(to) + At (T'21v4p(to) + T'aavea(to))
@ @ @ Jab(to) + At(T11vas(t0) + T12veq(to)) @
M Jea(to) + At(T'21vap(to) + T22vealto))
N ° AN
Ly Lo —»

O O

® @ ® @

Figura 1.109: Transformador com dois enrolamentos no método “forward” de Euler.

Método dos trapézios:

Jtto + ) % Fto) + SN @(t0) + 00 + A1)

Blto + At) ~ (LGl + ) — (ko)) — 3(t)

Para o caso de dois enrolamentos, correspondendo a figura 1.110, a estampa para andlise nodal simples

— Jab(to) — 5 (T11v4p(t0) + T12vca(to))
to + At)

a +F11H —I'1 At +F12& —].—‘12& ea( 0 . At
b —Fu% +I' ét —Fu% +F12% ev(to + A1) | _ +Jab(to) + = (Pirvas(to) + Tizved(to))
c +F2lf —I'oq z +F22*Z *FQQ*E ec(to + At) ~ Gealto) - g (Poras(to) + Taavealto))

d|-Taug +Tug T +la5 ea(to + At) ‘ A2 “ “

. t

s Jed(to) + 5 (Fo1vap(to) + r22%:1(150))_

E para anélise nodal modificada, correspondendo a segunda forma na figura 1.110, a estampa é:
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jab(to) g(rllvab(to) + Tioveq(to))

@ Jea(to) + 5L (T21vab(to) + Taovea(to)) @

O / O
© , O :

.1\4/_\. (j) Tip5ived  Tor5iva @
O,

Jab At Jed At Jab ed @

2 (L1jab(to) + Mjea(to)) + vas(to)

O / O

® 2 (Mju(to) + Lajea(to)) + vealto) (@)

Figura 1.110: Transformador com dois enrolamentos no método dos trapézios.

i Cealto+At) ] i

a +1

b -1 ep(to + At)

c + 1 eo(to + At)

d S S t At N

L =141 +2 4 2M fd((t0+At)) (L1jab(to) + Mjea(to)) + vas(to)
a +

v | —1 41424 42 | | Jerbio0 +2 (Mjap(to) + Lajea(to)) + vea(to)
.]cd(tO + At)

1.15.7 Controle do passo

O “passo de integragdo” At determina a precisdo da aproximacao, e pode ser fixo ou varidvel. Métodos
de passo variavel sao melhores para andlise correta e eficiente de circuitos em que se misturem eventos
rapidos e lentos. E necessdrio entao um algoritmo para a variagao adaptativa do passo, determinando
passo menor durante eventos rapidos e passo maior quando nao estd havendo muita atividade.

No caso dos métodos de Euler, o erro em cada integragao pode ser estimado por comparagao com o
que seria calculado com o método dos trapézios, mais preciso. O erro em um passo na integragao de f(t)
é entdo a area do tridngulo com base At e altura f(tg + At) — f(to). Ver a figura 1.111.

L AE(f(to + At) — [(to))
2

Erros relativos podem ser calculados dividindo os erros assim calculados pelos valores atuais das
variaveis integradas. Para evitar divisao por zero, os erros podem ser normalizados apenas se as varidveis

E~
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L ¥I0)

V-

o +—» t5+ At
At

Figura 1.111: Erro de integracao no método “backward” de Euler.

integradas forem maiores que 1, em médulo. O controle de passo pode entao usar o algoritmo, no caso
linear invariante no tempo®”:

1.

6.

Calcular os erros em todas as integragoes:
e Capacitores: € ~ %(j(to + At) — j(to))
e Indutores: € ~ £t (v(ty + At) — v(to))

e Transformadores: €= %[F](H(to + At) — U(tg)).

Normalizar os erros, opcionalmente, dividindo erros em capacitores pela tensao atual e erros em
indutores e transformadores pela corrente atual.

Achar o maior erro em médulo, |€q4|-

Se o maior erro é maior que um limite superior €,,4;, dividir o passo por um fator «. Senao, se o
maior erro é menor que um limite inferior €,,;,, multiplicar o passo pelo fator a. Senao, manter o
mesmo passo.

Verificar se o passo estd entre limites méximo e minimo especificados, e voltd-lo a estes limites se
nao estiver.

Se 0 passo diminuiu, a ultima andlise estd com erro excessivo e deve ser refeita.

Notar que os erros em capacitores sdo medidos por comparagao de correntes (que devem entao ser
calculadas), e que erros em elementos indutivos s@o medidos por comparagao de tensoes. Valores ade-
quados para os parametros a usar podem ser o = /2, com €mae = 1.5€med € €min = 0.67€meq. Assim se
0 erro cair um pouco abaixo de €,,;, ou pouco acima de €,,,, deverd ficar préximo do outro limite no
passo seguinte, pois o erro é proporcional ao quadrado do passo. Evita-se assim muitas trocas de passo,
com recalculos sempre que o passo diminui. Também é possivel estimar o passo necessario para colocar
0 erro no valor €,,.q diretamente, fazendo:

€med
Atnovo = Ataifual

67”@.’1)

5"Método implementado no programa MNAV.
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Isto é particularmente efetivo quando o passo deve ser reduzido, evitando-se varias andlises aban-
donadas, e também permite acelerar a andlise quando o passo é aumentado. E possivel aplicar o erro
calculado como descrito a outros métodos de integragao mais precisos, mas o erro fica superestimado e o
passo menor que o necessario. B possivel definir um processo semelhante para o método dos trapézios,
com o erro calculado por diferenca entre dreas sob parabolas interpoladas em grupos de 2 intervalos de
tempo e os valores calculados pelo método. Resulta um erro por volta de 6 vezes menor que o erro do mé-
todo “backward” de Euler. Ver o método de Adams-Moulton de ordem 3, adiante, que faz a interpolacao
parabdlica, e a discussao sobre erro em métodos multipasso.

Outro método, aplicavel diretamente a todos os métodos de integracao, pode ser simplesmente exigir
que todas as varidveis tenham variagoes maximas normalizadas dentro de certa faixa dentro de um passo.
O controle é similar ao do caso discutido, com dois limites de erro e o passo sendo ajustado para que o
erro maximo fique entre eles, com a ultima andlise abandonada sempre que o passo for reduzido.

Pode ser 1til diminuir o passo na andlise de circuitos nao lineares se o método de Newton-Raphson
nao convergir, embora isto possa apenas refinar o instante de tempo em que a nao convergéncia ocorre.

Em um circuito nao linear, um grande ntimero de iteragoes no método de Newton-Raphson indica que
o passo estd grande demais e um nimero pequeno que poderia ser usado um passo maior. O passo pode
entao ser ajustado de acordo com o niimero de iteragoes que estao sendo necessarias para a convergéncia.

Pode haver alguma comunicacdo com as fontes independentes presentes no circuito. Por exemplo,
se uma fonte de tensao variar acima do limite tolerado atual, a andlise pode ser feita diretamente com
um passo reduzido, evitando-se uma andlise que seria rejeitada por variacao excessiva. A comunicagao
também pode ser usada para evitar perda de eventos, como acontece se um passo grande ignorar um pulso
gerado por uma fonte dentro do intervalo do passo. Uma fonte pulsada poderia comandar a ocorréncia
de analises em todos os instantes em que ela muda de inclinagao.

1.15.8 Artefatos devidos a memorias falsas

Os métodos “forward” de Euler e dos trapézios geram nos componentes memorias falsas sobre o com-
portamento em t = tg. Um capacitor tem sua tensao dependendo da corrente anterior e indutores tem
sua corrente dependendo da tensao anterior. O circuito da figura 1.112 ilustra um tipo de artefato que
frequentemente se observa devido a isto ®®. Neste circuito hd um instante em que a corrente no indutor se
anula, quando o diodo corta, mas a tensao sobre o indutor nao se anula. Usando o método dos trapézios,
o modelo gerado cria uma tensao sobre o indutor proporcional & tensao anterior sobre ele, invertida. O
mesmo se repete nos ciclos seguintes, até que o diodo volta a conduzir. O efeito é uma oscilagao de alta
frequéncia na tensdo sobre o indutor, inexistente na realidade. A figura 1.113 mostra o que acontece, em
uma simulagao com um diodo ideal.

+ v —

10sin(271000¢) 10Q VR

Figura 1.112: Circuito que gera artefato no método dos trapézios

O método “Forward” de Euler gera artefato ainda mais sério neste circuito, pois tenta forcar corrente
no diodo cortado, sem um resistor em paralelo, gerando um sistema singular. O método “backward” de
Euler funciona corretamente.

58Ver adiante como é feita a andlise no tempo de circuitos nio lineares.
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in
WA

WL

tz]

0.002

113

Figura 1.113: Artefato gerado pelo método dos trapézios na tensao sobre o indutor quando a corrente é
zerada mas a tensao se mantém. Sao mostradas a tensao de entrada, a tensao sobre o resistor, proporcional

a corrente, e a tensao sobre o indutor.

Sempre que um indutor ficar ligado em alta impedancia oscilagoes similares em sua tensao (e na sua
corrente se o circuito nao for totalmente aberto) podem ocorrer. No caso dual, sempre que um capacitor
ficar ligado em baixa impedancia oscilagbes em sua corrente (e na sua tensao se o capacitor nao estiver
em curto-circuito) podem ocorrer. O efeito é similar ao de se ter um capacitor em paralelo com cada
indutor, ou um indutor em série com cada capacitor. Quando estes elementos nao existem explicitamente,
a oscilagao fica com frequéncia ﬁ. E interessante notar que o método dos trapézios “comprime” a escala
de frequéncias de modo a que nao aparega na simulagao nenhuma frequéncia maior que esta. Isto pode
ser demonstrado observando-se a equagao da integracao trapezoidal em transformada Z e comparando
com uma integragao continua em transformada de Laplace, para s = jw:

y(to + At) = y(to) +

Y(2) =27'Y(2) +
Y(z) Atl+z7!

X(z) 21—z
1 Atl+edw=ht

Jws 2 1 — e iw:At

2 ejwz% —

Jws

At iweBt | p—iws

B 2(to) + (to + A1)

L1 (z) + X(2))

2 2sin @At 2 WAt

AtJQCOSWZTAt :]Kt 2

tan

A equacgdo diz que a frequéncia que se tenta obter, w,, é mapeada pela integragdo trapezoidal na
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frequéncia:

i

Uma frequéncia wy infinita ¢ mapeada em w, = <3, que tem perfodo 2At.

1.15.9 Efeitos em um oscilador LC

A figura 1.114 mostra o que ocorre na simulagao da tensao sobre um tanque LC paralelo com valores uni-
tarios, com uma tensao inicial unitdria sobre o capacitor, com 50 pontos por ciclo. O método “backward”
gera um decaimento. O método “forward” gera um crescimento, na mesma frequéncia. O método dos
trapézios gera uma senoide, com frequéncia um pouco menor que a correta, devido & compressao descrita
acima. Quando o capacitor é modelado pelo método “backward” e o indutor pelo método “forward”,
obtém-se uma senoide perfeita, com frequéncia um pouco maior que a correta®.

_______________________________________________________

Hsl [ |
Figura 1.114: Resultados da simulacao da tensido sobre um tanque LC. A curva que decai é a do método
“backward”. A que cresce a do “forward”. As duas senoides sao as do método dos trapézios e da combinacao
“backward”-“forward”.

n41E

1.15.10 Meétodo dos trapézios modificado, ou “Método 6”

E possivel obter um método de integragao que varia continuamente entre os métodos “forward” e “backward”
de Euler, passando pelo método dos trapézios, aproximando as integracoes como:

y(to + At) = y(to) + At(0f (to + At) + (1 = 0) f(to))

59Uma anslise similar & feita para a integracéo trapezoidal revela que a frequéncia vale w, = % arcsin “’52At.
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Assim com 6 = 0 tem-se o método “forward” de Euler, com § = 1 o método “backward” de Euler,
e com f = % o método dos trapézios. Valores intermedidrios de € levam a métodos com propriedades
intermediarias. Por exemplo, com 6 entre % e 1 os métodos produzem oscilagoes decrescentes como
artefatos, e precisao maior que o método “backward” de Euler.

Os modelos para os elementos tem a mesma estrutura dos obtidos para o método dos trapézios, exceto
no caso # = 0, que recai no método “forward” de Euler quando os elementos resistivos desaparecem,
restando apenas fontes independentes. Basta substituir nos modelos apresentados os termos “%” por 6
nos termos correspondentes ao integrando em ty + At, para resistores e fontes controladas e por 1 — 6
para para o integrando em ty. A maior aplicagao do método é gerar aproximacoes entre a “backward” de
Euler e a dos trapézios, com a possibilidade de variar 6 ao longo da andlise para controlar a geragao de

artefatos. Para um capacitor linear invariante no tempo, as equagoes do método teta sao:

olto + At) & v(to) + 2 (Bj(to + AL) + (1 — 0);j(to)

C
o+ ) ~ oo (ulto + A1)~ w(t) — *5i(t0)

O modelo, desde que 8 # 0 para o equivalente Norton, fica com a forma e as estampas:

o (@) @
ito) § I@ 0%@
+
(to) cC —» —»
- (i) o(to) + (1 — )24 j(ty)

®

c c + 9 (to) + ——(to)
a|toar oAt ra(to + AL gAL O g I\
bl +5 | |en(to+AL)| C 1-6

oAt ToAc _ v

9Atv(t0) 7 j(to)

Para um indutor linear invariante no tempo, as equagoes sao:

o+ A1) = j(to) + S (Ovlto + A1) + (1~ O)u(to))

ulto + A8 & (it + At) — j(te) — = Pu(to)

AL 0
E os modelos e estampas para os dois casos, para 6 # 0 no equivalente Thévenin, sio:

. (1-0)At
af+08t —004] fe (o + A)| _ | ~Ilo) = ol
b |08t 108t fey(tg+ At)| (1—0)At

+j(to) + v(to)
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a +1 ea(t() + At)

bl fepto+ AN | = |
i L | |- L . 1-6

€T -1 +13+m j(to + At) +m](t0) + TU(tO)

Um procedimento andlogo leva aos modelos para transformadores.

Exemplo: Seja o mesmo circuito da figura 1.112 que gera oscilagbes com o método dos trapézios,
analisado com o método 6, com 6 = 0.55. O resultado é a atenuagao das oscilagbes na tensao sobre o
indutor, vy, como mostrado na figura 1.117.

1.15.11 Métodos multipasso®
1.15.11.1 Métodos de Adams-Bashforth

O método “forward” de Euler ser extendido, usando-se polinémios de ordem mais alta da varidvel f(t)
para interpola-la antes de t = ¢y e obter valores explicitos para a integral. Pontos conhecidos em ¢t = t; e
antes sdo usados para interpolar uma curva polinomial, e sua integral a partir de g é calculada. A figura
1.118 mostra as duas possibilidades seguintes ao método “forward” de Euler. As interpolagoes usando
reta e pardbola, ordens 2 e 3, geram as aproximagoes:

yito-+0) ~ ylto) + 8t (37000 = 37000 — A1)

23

dita-+ A) % ylto) + At (5 1(t0) = 3Flto — A1)+ 13 f(ta —280))

Estes métodos geram modelos como os mostrados para o método “forward” de Euler, como fontes de
tensao para capacitores e fontes de corrente para indutores, como mostrado na figura 1.119 para o caso
de ordem 2. Transformadores geram conjuntos de fontes de corrente.

1.15.11.2 Métodos de Adams-Moulton

O método “backward” de Euler pode também ser extendido com polinémios de ordem maior usados para
interpolar f(t) e gerar valores implicitos para a integral, como mostrado na figura 1.120. A aproximagao

60Material opcional.
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“in

R

0 tz] 0.002

Figura 1.117: Resultado da andlise do circuito da figura 1.112 pelo método € com 6 = 0.55.

usando uma constante, de ordem 1, é o método “backward” de Euler, e usando uma reta, de ordem 2, é o
método dos trapézios. As préximas, usando uma parabola e uma curva ctbica interpoladas até ty + At,
ordens 3 e 4, levam a:

ylto + A) ~ y(to) + At (gmo FAH + 2 (1) — 15 fto - At))

y(to + At) = y(to) + At (zf(t() + At) + %f(to) — %f(to — At) + 2*14‘}0@0 — 2At)>

Os modelos gerados sao similares aos dos métodos “backward” de Euler e dos trapézios. A figura 1.121
mostra os modelos para capacitor e indutor no método de ordem 3. Transformadores sao tratados de
forma similar ao caso do método dos trapézios. Notar que as memorias de tensao sao parte das estampas
dos indutores apenas, sem influéncia da indutancia mutua.

1.15.11.3 Passo variavel

Se o passo for varidvel, é possivel obter versdes mais gerais destes métodos para At varidavel. Seja o
método de Adams-Bashforth de ordem 2, que envolve trés pontos, (t1, f(t1)), (t2, f(t2)) e (ts, f(t3)).
Assuma-se que a fungao a integrar é uma reta:

f)y=at+b

y(ts) = y(t2) + ’ FE)AE = y(ta) + = (82 — £2) + b(ts — t2)

ta 2

Os coeficientes da reta que passa por (t1, f(t1)) e (t2, f(t2)) sao as solugdes do sistema:
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bt L 0!

[(to — Al) f(to — 2At) [(to — At)

/] _ TN ) -

f(to)

t

B

to— At to  to+ At to—2At to— At to  to—+ At

Figura 1.118: Integragoes explicitas de Adams-Bashforth de ordens 2 e 3, que usam retas e pardbolas.

v(t

it y I@ @
+
(t) c —» v(to) + 2 (34(to) — i (to — AY))

® ®
it § o (@ @

+
v(t) L —» i(to) + 5t (Bu(to) — 34(to — At))

® ®

Figura 1.119: Capacitor e indutor no método de Adams-Bashforth de ordem 2.

t)—f(t
tr 1 [a] _ [f(t1)] . a:%
o1 |b) T [fe)] b= oottt
Substituindo os coeficientes a e b calculados na integral, e fazendo t1 = tg— Atg, to = tg e tz = to+Aty,

com At, sendo o passo anterior e At, o novo, vem a férmula de Adams-Bashforth para passo varidvel de
ordem 2:

2At, + Aty
2At,

Aty

y(to + Aty) = y(to) + Aty ( oAl

Flto) — 2t py Am)

Fazendo um procedimento semelhante, também envolvendo trés pontos, se obtém a férmula de Adams-
Moulton, para o caso de ordem 3. Assume-se que a fungdo a integrar é uma paréabola:
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bt

f(to — At)

p

t

B

to— At to  to+ At to—2Attg — At to  to+ At

Figura 1.120: Integragdes implicitas de Adams-Moulton de ordens 3 e 4, usando parabolas e ctbicas.

f(t) = at? +bt+c

a b
y(ts) = y(t2) + f( Yt = y(t2) + (15— £3) + 5 (85 — 13) + clts — t2)
ta
Os coeficientes da pardbola que passa por (¢1, f(t1)) , (t2, f(t2)) e (3, f(t3)) s@o as solugdes do sistema:
t% t1 1 a (tl
3ty 1| |b| = | f(t2)
5 ts 1] [c f(ts)

As solugoes sdo complicadas. Substituindo os coeficientes a, b e ¢ calculados na integral, e fazendo
th = tg — Atg, to = tg e t3 = tg + Atp, com At, sendo o passo anterior e At, o novo, vem a férmula de
Adams-Moulton para passo varidvel de ordem 3:

1 Aty

Aty 1 Aty Aty
+ + to) + — to — At
<6At > f(to) (G(Ata +At,)  6AL, J(to a)
E possivel também aplicar estes métodos com ordem varidvel, aumentando a ordem até certo limite
a medida em que mais amostras sejam calculadas, com algum critério para reduzir o passo no inicio de

transientes abruptos. Em um sistema de passo varidvel a formulacao de passo varidvel pode ser usada,
ou valores anteriores com passo fixo podem ser interpolados.

) fto + Aty)+

1.15.11.4 Estabilidade dos métodos de Adams

A estabilidade destes métodos pode ser examinada vendo-se onde o interior do circulo unitério z = e?*=4t

é mapeado no plano complexo, como feito para o método dos trapézios. O resultado sao curvas que
indicam o que ocorre com as frequéncias naturais do sistema continuo quando discretizado pelos métodos.
Frequéncias naturais fora da regiao mapeada pelo interior do circulo, deformada pela transformacao,
geram sinais crescentes no tempo, instabilizando o sistema. Por exemplo, o caso de Adams-Moulton de
ordem 3 resulta no mapeamento:

z—1
_ Jwi At
3 1.1 , =€

§= =
EZ-Fg—EZ
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ity o(e)
+ I - e
vt)Zx ¢ > 12C (1) + 22 (25i(to) — 25i(to — AL))
- v(to) + 2L (25(to) — (o — At))

Cilles

® ®
© ®

ity o(a) © 1L yilto +Ab)
vELt) L— 2 - 2Lj(to) + 2 (Fu(to) — f5v(to — At))
- @ ito) + 2 (2u(to) — So(to — Al))

Figura 1.121: Capacitor e indutor no método de Adams-Moulton de ordem 3.

wnN

A figura 1.122 mostra os mapeamentos resultantes dos primeiros métodos de Adams-Bashforth e
de Adams-Moulton. Observa-se que apenas o métodos “backward” de Euler e dos trapézios mantém
sempre estaveis sistemas estaveis. As curvas dizem, por exemplo, que o método “backward” de Euler gera
oscilagoes perpétuas para frequéncias naturais em +1 + j, e o método “forward” de Euler as gera para
frequéncias naturais em —1 4 j, com At =1 s 6%,

1.15.11.5 Controle do passo

A ideia usada para o controle do passo no método “backward” de Euler pode ser extendida aos métodos
de Adams, usando-se como mais correto o método de ordem seguinte®?. Para o método dos trapézios,
por exemplo, o erro seria calculado como a diferenca entre a integragao usando uma reta e a integracao
usando uma pardbola, como mostrado na figura 1.123, assumindo que o passo nao muda. Usando a
férmula de Adams-Moulton de ordem 3, observa-se que o erro é aproximadamente 6 vezes menor que o
erro do método “backward”. Parece possivel ignorar a amostra em to — At sem muito erro, e controlar
o passo da mesma forma descrita para o método “backward”, com apenas um fator de escala de 1/6 no

GI'I‘0163

61Um circuito RLC paralelo com C =1F, L =0.5 He R = —0.5 , que deveria ser instavel por ter frequéncias naturais
em 1+ j, resulta em oscilagbes perpétuas com periodo de 4 s com o método “backward” de Euler com At =1 s. Isto pode
ser verificado fazendo-se s = 21 = 1 + j. Resolvendo resulta z = e/¥> = +j, ou w, = +7 rad/s, ou f; = :I:i Hz.

62A forma mais convencional de calcular este erro envolve derivadas da fungdo f(t) no intervalo da integragdo. O “erro
local de truncamento” (LTE, do inglés) vale Al—t;f”(t) para trapézios, e Ath]”(t) para os métodos de Euler. Com as derivadas
estimadas por diferengas finitas entre pontos calculados, o resultado é idéntico ao do método discutido.

63 A 4rea hachurada pode ser calculada pelo método da “quadratura da pardbola”, de Arquimedes (3°século AC). A 4rea
da parabola abc vale 3 da drea do triangulo abc, que é SE(f(to + At) — 2f(to) + f(to — At)). A édrea da parabola be tem &

desta area, o que d& a férmula deduzida.
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Re

-4

Figura 1.122: Mapeamentos do circulo unitdario para véarios métodos de Adams-Moulton e Adams-
Bashforth. As escalas estao divididas por At. A regiao estavel fica a esquerda nas proximidades da
origem.

A (;ﬂto L an+ §f<to>) N (f;foso A+ 2 lt0) - fito - At))

— % (f(to + At) — 2f (to) + f(to — At))
~ % (f(to + At) — f(to)), se f(to) ~ f(to — At)

Seria mais correto usar a férmula de Adams-Moulton para passo varidvel. Resultam as férmulas:

e~ A2 (Ata(f(to + Aty,) — f(to)) — Aty (f(to) — f(to — Ata)))
S 6At, (At + Aby)

ap 2 [(f(to+ Aty) — f(to))
~ Aty ( g(AtanrAtb) :

Um sério problema é que em situagoes onde as oscilagoes parasitas criadas pelo método, de periodo
2At, ocorram, o erro fica superestimado, na forma aproximada ou mais ainda na forma completa, e o
passo é logo reduzido a um valor muito pequeno se a reducdo do passo nao eliminar as oscilacoes®.
As oscilagoes podem ser reduzidas pela introducdo de perdas que quebrem ciclos capacitivos e cortes
indutivos, com resistores em série com capacitores e em paralelo com indutores.

Para o método 6, pode-se também estimar o erro por comparagao com o método de Adams-Moulton
de ordem 3. Resulta:

) ,se f(to) = f(to — Aty,)

64Notar que a oscilagio ocorre justamente na fungdo f(t) que mede o erro, e entdo parece possivel detetar a oscilagdo e
ignorar a medida de erro para um indutor ou capacitor se f(to + At) &~ —f(to) ~ f(to — At), mas o problema se complica
se a oscilag@o variar de amplitude.
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10
e~ S(f(to + At) — 2f(to) + f(to — At))

b: t

o

to — At tOT’tO‘FAt

Figura 1.123: Estimativa do erro no método dos trapézios.

= AU(O(to-+ A1)+ (1= O)f(t0) - At 3 Ft0-+ A0+ 3 1(00) = 150 = A))

12
- % (120 —5)f(to + At) — (8 = 12(1 = 0)) f (to) + f (o — At))
~ 2 ((120 = 5) f(to + At) — (7= 12(1 = 0)) f(t0)) , se f(to) = f(to — At)

12

A medida dé fatores 7/12 e —5/12 multiplicando f(to + At) — f(tp) para os métodos “backward” e
“forward” de Euler, o que parece razodvel. Seria também mais correto usar a férmula de Adams-Moulton
de prdem 3 para passo variavel. Resultam as férmulas:

€ ALy (At (3At,(20 — 1) + 2A6,(30 — 1)) f(to + Atyp)
—(Atg + Aty)(3At4(20 — 1) + Aty) f(to) + A2 f(to — Aty))
6At, (Atq + Aty)

~ Al (3““(296(‘:2;2?;5‘39 “D (5t + Aty) f(to») se f(to) ~ [ty — Aty)

Exemplo: Para avaliar a precisiao dos métodos com passo varidvel, o “circuito de Chua” %, um

oscilador cadtico mostrado na figura 1.124, pode ser usado. Uma primeira anélise feita com alta precisao
determina qual é a forma de onda correta, e os resultados de vérias possibilidades de métodos de passo
varidvel s@o comparados com ela. Os métodos que reproduzem mais fielmente a solucdo correta sao
os mais precisos. A figura 1.125 mostra o que ocorre com o método dos trapézios com passo varidvel
controlado pelas férmulas de erro descritas acima. Nao ha muita diferenca, mas a férmula completa de
passo variavel estima melhor o erro e resulta no mais longo acompanhamento préximo da solugao correta.
A férmulas usando passo fixo e as férmulas aproximadas subestimam o erro, resultando em maior passo
e mais curto acompanhamento®. Analises do mesmo circuito com passo fixo produzem erros similares
aos das férmulas aproximadas. Note-se que este circuito nao apresenta transientes rapidos, e portanto
nao explora efetivamente as técnicas de passo varidvel. E usado aqui apenas para a avaliacao do erro que
resulta das aproximagoes na forma de estimar o erro nas integracoes.

65Leon O. Chua, 1983.

66 Andlises com o programa MNAV. Condicdes iniciais de 10 mV nos capacitores, com estimacio do passo correto ao
reduzir o passo. Ver adiante como é feita a andlise no tempo de circuitos ndo lineares. Um erro de 10~% é suficiente para
resultados corretos em todos os casos. Com o método “backward” é necessario um erro de 10~7.
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Figura 1.125: Comparacao entre a solucao ideal do circuito de Chua no né 1 (1) e aproximagoes por
trapézios com passo varidvel com vérias férmulas para o erro, centrado em 0.003. 2) Passo varidvel. 3)
Passo fixo. 4) Passo varidvel aproximada. 5) Passo fixo aproximada.

Os métodos multipasso de Adams-Bashforth e Adams-Moulton tem problemas com “memorias falsas”,
e quando usados para capacitores requerem o cdlculo e armazenamento das correntes neles. Ambos tem
problemas de estabilidade semelhantes aos do método “forward” de Euler, no sentido em que instabilizam
oscilagoes senoidais perpétuas. Um problema particularmente sério é que circuitos que contém ciclos de
capacitores e fontes de tensao ou cortes de indutores e fontes de corrente ficam instaveis nos métodos
de Adams-Moulton de ordem maior que 2, pois uma “frequéncia natural infinita”®” fica fora da regido
estavel. Nos métodos de Adams-Bashforth estes casos nem sdo simuldveis pois os modelos sdo singulares.
Estas inconveniéncias os tornam pouco praticos para uso geral na simulacao de circuitos.

67Um ciclo de capacitores com uma pequena indutancia em série gera frequéncias naturais imagindrias em alta frequéncia.
Sem a indutancia pode-se dizer que gera “frequéncias naturais no infinito”. O caso dual ocorre com cortes de indutores.
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1.15.12 Métodos de Gear

Os métodos multipasso de Gear®® geram uma série de aproximacoes cada vez melhores para integracdes,
usando valores anteriores da fungao a integrar em vez de valores da fungao integrada. Isto evita o efeito
de “memoria falsa” dos métodos “forward” de Euler, dos trapézios e dos de Adams, embora introduza
outros tipos de erro, pois continuam existindo memorias indevidas, mesmo que da variavel correta. Os
métodos tem também boa estabilidade. O problema é encontrar uma forma aproximada de resolver:

to+At

o +80) =y)+ [ s
to

sem precisar usar valores anteriores de f(t) na equagoes de integracdo numérica. Assume-se que f(¢) seja
uma funcao polinomial do tempo, por conveniéncia com a origem do tempo em tg:

f(t) =kn(t — to)n +Eknpo1(t— to)nfl + -+ ko

e que a fungao integral possa ser escrita como:

y(t) = aoy(t — At) + a1yt — 2At) + agy(t — 3AL) + ... + DALF(t)
Procura-se entao uma solugao exata, que independa dos coeficientes k;. Com a aproximacao polino-

mial, a integral de f(¢) vale:

to+At
kn kn_
y(to + At) = y(to) + / f(t)dt = y(to) + ﬁAtn+1 + TlAtn + o+ kAt
to

que deve ser igual a:

y(to + At) = apy(to) + ar1y(to — At) + agy(to — 2At) + ... + DAt f(to + At)
Caso de primeira ordem:
y(to) + koAt = apy(to) + bAtkg
ag = ]., b=1
y(to + At) = y(to) + At f(to + At)

E uma aproximagao igual & do método “backward” de Euler.
Caso de segunda ordem:

1 1
y(t(]) + §]€1At2 + k(]At = aoy(t(]) +aq <y(t0) + iklAtz — koAt) + bAt (klAt + ko)

Termos em y(top) : ap+ a1 =1
Termos em koAt : —a; +b=1

1 1
Termos em ki At? : §a1 +b=—

2
4 1 2
g = —=ph= 1=
3P T T3 0Ty

4 1 2
y(to + At) = gy(to) - gy(to — At) + gAtf(to + At)

ag =

68 Também conhecidos como métodos BDF, de “backward differentiation formula”.
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Caso de terceira ordem:
1 3 1 2
y(to) + gszt + iklAt + koAt =

1 1
= aoy(to) + a1 (y(to) - gsztB + §k1At2 — koAt> +

4
+ as (y(to) = gkgAtg + §k1At2 = 2kOAt> + bAt (ko A + ki At + ko)

Termos em y(tg) : agp + a1 +az =1
Termos em koAt : —a; —2as +b=1

1 1
Termos em kq At? : Eal +2a9 +b= 3

18 1
T ko At? 1 ——ay — - b=~
ermos em ko 3a1 3a2+ 3
_ .8 9 2, 6
e MT T T T
(fo + A1) = Dite) — —ylto — At) + —ylto — 2A0) + —Atf(to + At)
Y(lo _lly 0 HZ/ 0 11y 0 11 0

Caso geral:
Para qualquer ordem resulta um sistema de n + 1 equagoes lineares:

11 1 1 0] |0 1

0 -1 —9 ~3 1] ¢ .

0 1 4 9 2| |2 _
as| — 1

: L L Lo :

0 (=" (=2)" (=3)" - =n ] |

O método de Gear de quarta ordem resulta em:

48 36 16 3 12
= — — —y(to — —y(ty — — —y(ty — 3AL) + —A A
y(to + At) 25y(t0) 25y(t0 At) + 25y(t0 2At) 25y(t0 3At) + 55 tf(to + At)

O método de quinta ordem é:

300 300

At) = Sy (t) —
y(to+At) 137y(t0) 37y

200 75 12 60
—A — —2At)—— —3A — —4A —Atf(tog+At
(to t)+137y(t0 t) 1379(% 3 t)+137y(t0 t)+137 f(to+At)

E o de sexta ordem é:

y(to + At) =
120 150 400 75
“y(te) — = y(to — =t — 208) — Dty — 3¢
I y(to) 19 y(to — At) + 147y(to 2At) 49?/( 0 )
24 10 20
— —4At) — — — 5A —Atf(t At
—|—49y(t0 t) 1479(% 5At) + 19 f(to + At)

O método de ordem n integra corretamente fungdes polinomiais de ordem n — 1, desde que os valores
anteriores requeridos estejam corretos. Note que esses métodos geram transientes falsos quando a fungao a
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integrar muda repentinamente de valor. Os métodos de Gear com ordens maiores que 6 geram transientes
crescentes, e sdo instaveis. O método de ordem 7, por exemplo, resulta em:

y(to + At) =
980 490 4900 1225
(o) — gty — At) + gty — 2At) — 2y (tg — 3A
363y(1ﬁo) 121y(to t) + 10893/(2?0 t) 363 y(to — 3At)
196 490 20 140
S0t — AAE) — ——y(te — BAL) + —y(to — 6AL) + —— At f(to + At
+121y(0 ) 108931(0 5 )+363y(0 6 )+363 f(to + At)

1.15.12.1 Estabilidade dos métodos de Gear

A estabilidade para entrada zero destes métodos pode ser avaliada escrevendo-se a expressao da integracao
em transformada Z:

Y(z) =aoz" 'Y (2) + a1272Y (2) + -+ + an_127" + bALF(2)
Y(2) bAtz"

F(z) 2" —apz" ! —- —a, 4

Para estabilidade, as raizes do polindmio do denominador da expressao tem que estar todas dentro
do circulo unitario. Os polindomios gerados pelos métodos de Gear tem sempre uma raiz em z = 1, e
outras raizes, dentro do circulo até a ordem 6. A ordem 7 gera um par complexo um pouco fora do
circulo, o que continua em ordens maiores. O mesmo critério aplicado aos métodos de Adams-Bashforth
e Adams-Moulton gera apenas a raiz em z = 1, significando que eles sdo estaveis se a variavel a integrar
f(t) for zerada.

A estabilidade em funcao das frequéncias naturais do sistema simulado pode ser avaliada vendo-se
onde o circulo unitario é mapeado. Resultam as curvas da figura 1.126. Por exemplo, o caso de ordem 3
resulta em:

18,9 —1_ 2 -2
-1t i1* 117

6
11

At

,z=elwz
z

Os métodos de primeira e segunda ordens sao estaveis para qualquer sistema continuo estavel. Os
demais podem instabilizar sistemas com frequéncias naturais préximas do eixo imagindrio que estejam

em certas faixas®?.

1.15.12.2 Método de Gear de segunda ordem em analise de circuitos no tempo

As equagoes que resultam sdo extensoes das do método “backward” de Euler, com referéncias a valores
anteriores a t = tg para os métodos de ordem maior que um, como memorias da variavel “certa” para
o componente (tensdes para capacitores, correntes para indutores). A seguir sdo descritas as aplicagoes
do método de segunda ordem aos elementos reativos usuais, lineares invariantes no tempo, e os modelos
resultantes. As estampas sao similares as do método “backward” de Euler.

1.15.12.3 Capacitor linear invariante no tempo

1 [lotAt 4 1 2At
At) = — ' ~ = — Zu(tyg— At + = 5 A
wlto-+ A0 =olto) + 5 [ it = G0~ oo~ A0 + 5 (o + A1)
. 3C 2C

69Para oscilacdes senoidais, as faixas instdveis para wAt sdo: Ordem 3: abaixo de 1.937. Ordem 4: abaixo de 4.714.
Ordem 5: entre 0.7108 e 9.393. Ordem 6: entre 0.8431 e 17.57. Notar que valores acima de 7 resultam em subamostragem.
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Figura 1.126: Mapeamentos do circulo unitario para os métodos de Gear. As escalas estao divididas por

At. A regido estavel fica a esquerda nas proximidades da origem. As curvas para ordens acima de 3 nao
sao mostradas completas.

1.15.12.4 Indutor linear invariante no tempo

) ) fotat 4 1. 2At
](t(] + At) = ](t(]) + 7 /to 'U(t)dt =~ g] (t()) — g](to — At) + 371}@(] + At)

v(to + At) = 3L

) 2L . .
2At](t0 + At) — Ny (to) + AL j(to — At)
1.15.12.5 Transformador linear invariante no tempo
. - to+At 4. 1- At
J(to + At) = j(to) + [I] u(t)dt ~ 37 (to) — g](to — At) + ?[F] v(to + At)
to
Blto + At) ~ —— (LI (to + At) — (L] (o) + —— (LI (to — A?)
it AT NAREA A 0T g AT

Para 2 enrolamentos:

. 4 1. 2
jab(to + AL‘) =~ §J“b (to) — g]ab(to — At) + gAt (Fllvab(to + At) + Flgvcd(to + At))

. 4 . 1. 2
Jed(to + At) = 3Jed (to) — gjcd(to — At) + gAf (To1vap(to + At) 4+ Togveq(to + At))
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©
or} @ @
% QA—(’;v(to) - %v(to — At)
U(to) —>
- Su(to) — Bulto — AD) o

Figura 1.127: Capacitor linear invariante no tempo no método de Gear de segunda ordem.

O,
ito)§ o () 22 Lt +An)

L — 2L 3J(to) — j(to — At)
%j(to) 2At]( — At)

®

Figura 1.128: Indutor linear invariante no tempo no método de Gear de segunda ordem.

(L1jap(to + At) + Mjea(to + At))

3
Uab(to + At) ~ AL

2 . . 1 . .
~ At (L1jab(to) + Mjea(to)) + 2A; (L1jab(to — At) + Mjea(to — At))
3
Urd(tO + At) ~ ﬂ (M]ab(tO + At) + L2]cd(t0 + At))
2 1 . .
AL (Mjap(to) + Lajea(to)) + AL (Mjap(to — At) + Lajea(to — At))

1.15.12.6 Ordem e passo variaveis nos métodos de Gear

Os métodos de Gear podem ser aplicados com ordem varidvel. E possivel, por exemplo, comecar uma
andlise com o calculo do ponto de operacao, e a seguir usar o método com ordem 1, 2, 3, etc., até 6,
sucessivamente. Isso é simples se o passo for fixo. Se for varidvel, a ordem do método pode ser voltada a
1 a cada mudanga de passo, ou valores anteriores podem ser interpolados a partir das andlises ja feitas, o
que é um tanto custoso. Para usar o método sempre com a mesma ordem, é possivel assumir que valores
anteriores a primeira andlise sejam todos os do ponto de operagao, embora isso possa gerar transientes
iniciais incorretos. A estimativa do erro para ajuste do passo pode ser feita de forma similar a descrita
para os métodos de Adams-Moulton, com comparacao com integragoes obtidas pelo método de ordem
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%jab(tO) - %jab(to - At)

@ / 3dea(to) — 3ea(to — At)

O
/
3 3
@ @ 21 At 220 At

JO,

O 2 9 O
M §F12At Ved grglAt Vab
A~ O© @
[ ] [ ]
Ll L2 —>»
jab gi/[tj‘:d

2 (Lijav(to) + Mjea(to)) — 55 (Lidas(to — At) + Mijea(to — At))
2 (Mjay(to) + Lajea(to)) — 5a5 (Mjab(to — At) + Lajea(to — At))

Figura 1.129: Transformador com dois enrolamentos no método de Gear de segunda ordem.

imediatamente superior.

Exemplo: Seja simular o circuito de Chua, figura 1.124 com as integracoes de Gear de passo fixo, com
o mesmo ndmero de pontos (258) usado nas simulagoes da figura 1.125. Variando a ordem do método
os resultados sao mostrados na figura 1.130. O método de ordem 1 falha logo no primeiro ciclo e nem
gera a oscilagao cadtica. O de ordem 2 é bem melhor mas falha pouco depois neste exemplo. Os demais
aproximam bem a curva por bom tempo, em ordem crescente de precisao.

1.15.13 Analise no tempo de circuitos lineares variantes no tempo

Os métodos de integragao numérica ja descritos podem ser facilmente aplicados ao caso linear invariante
no tempo, partindo-se das integracoes que nao tem forma diferente apenas porque o circuito varia com o
tempo, como descrito a seguir.

1.15.13.1 Capacitor linear variante no tempo
A integracao fundamental associada ao capacitor é de que a carga é a integral da corrente:

to+At
q(to + At) = q(to) + / j(t)dt

to

E para o capacitor linear variante no tempo a capacitancia C(t) varia com o tempo, e tem-se:
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Figura 1.130: Simulagbes do circuito de Chua com os métodos de Gear. 1) Curva correta. 2-7) Métodos
de Gear de ordens 1-6. 258 pontos.

to+At
Cl(to + At)v(t + At) = Clto)v(to) + / j(t)dt

to

(to + At) Clto) (to) + ! / e j(t)dt
v =—"— -
0 Clto+at) " T Cltg+ 4D J,,

A relacdo mostra que hd uma variacdo de tensdo devida apenas & variacdo da capacitancia, além
da integral da corrente gerando uma tensdo que depende apenas do valor final da capacitancia. O
primeiro termo pode ser usado para geragao de energia elétrica a partir de movimento mecanico variando
a capacitdncia. Supondo o capacitor com capacitancia C(tg) carregado com tensdo v(tp), a energia
armazenada nele vale E(ty) = $C(to)v(tg)%. Com o capacitor no valor final C(ty 4+ At), a tensdo sobre

ele vale v(tg + At) = CC(to)

mv(to), e a energia armazenada vale:

1 C(to) ? C(to)
E(to + At) = §C(t0 + At) (Mv(to)> e E(to)m

A energia aumenta se a capacitancia diminui. A energia extra vem da forgca que tem que ser feita para
reduzir a capacitancia de um capacitor carregado, afastando as placas de um capacitor de placas paralelas
no ar, por exemplo. Esse é o principio usado em todos os geradores eletrostaticos “de influéncia”, que
podem sempre ser considerados como associagoes de capacitores variantes no tempo (ou com o movimento
da mdaquina) e chaves. O mesmo principio pode ser usado em motores e atuadores eletrostaticos, onde o
aumento de capacitancia libera energia, que pode ser usada para realizar trabalho mecanico enquanto as
placas do capacitor se aproximam.
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1.15.13.2 O dobrador de Bennet

A méquina eletrostdtica de influéncia™ mais simples é o “dobrador de Bennet”, descrito por Abraham

Bennet em 1787 [2]. Ele consiste em trés placas condutoras isoladas A, B e C. As placas B e C tem
cabos isolantes, e placas isolantes (originalmente verniz) sdo usadas para separar as placas quando elas
formam capacitores. A placa A é a saida principal do dispositivo, mostrada na figura 1.131 ligada a um
eletroscopio. Partindo de uma carga inicial nas placas A e B ((a) na figura), o ciclo de operagao do
dispositivo consiste em duas fases. Na primeira fase a placa central B forma um capacitor com a superior
C enquanto esta é aterrada através de um toque. Isto gera na placa C' uma cépia invertida da carga na
placa B. Na segunda fase a placa superior C' é posta em contato com a placa inferior A enquanto a placa
central B, formando um capacitor com a inferior A, é aterrada através de outro toque. Isto une as cargas
nas placas A e C na placa A, dobrando as cargas nas placas A e B. Estas operagoes idealmente dobram
as cargas nas placas A e B a cada ciclo ((b) e (¢) na figura). O dispositivo foi inicialmente usado para
multiplicar uma pequena carga inicial, tornando-a observavel em um eletroscopio. Ocorre entretanto que
qualquer carga inicial é multiplicada até a saturagao em poucos ciclos, tornando o dobrador inttil para
multiplicagoes por fatores elevados. A estrutura, entretanto, serve como base para muitos geradores de
eletricidade estética.

a)

::( QB :( 20 B
([ 40 a) L 10 4 - 1204 ) L

/\ /\ /\

Figura 1.131: Dobrador de Bennet. a) Carga inicial. b) Cépia da carga. ¢) Duplicacao da carga.

O dobrador pode ser considerado como um conjunto de capacitores e chaves tendo as trés placas como
nés de conexdo, como mostrado na figura 1.132. Os capacitores varidveis sdo Cgp € Chpe, que variam
de forma complementar. As demais capacitancias variam também, mas menos, e sua variacdo pode ser
ignorada. Uma analise do sistema mostra que apenas trés capacitancias, Cy, Cyp € Che Sa0 essenciais a
operagao do sistema, com as demais prejudiciais, e que apenas Cy;, é necessariamente variavel.

Nesta forma a operacao do dispositivo pode ser simulada, tendo-se capacitores varidveis com o tempo
modelados. Todos tipos de maquinas eletrostaticas “de influéncia” podem ser modelados de forma similar.
Algumas geram modelos bastante complexos. A maquina de Wimshurst”!, por exemplo, que possui um
par de discos com varios setores metdlicos, requer o modelamento de todas as capacitancias entre pares

70As “miquinas de influéncia” sdo geradores eletrostéticos que operam multiplicando cargas existentes, enquanto as
“maquinas de atrito” geram eletricidade por efeito triboelétrico, separacdao de cargas por contato, ou atrito.
710 mais conhecido dos geradores eletrostéticos de influéncia, desenvolvido por James Wimshurst por 1883.
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Figura 1.132: Modelo do dobrador de Bennet.

de setores, embora capacitancias muito pequenas, entre setores distantes, possam ser ignoradas. Modelos
similares, embora néo usando explicitamente capacitores varigveis (a formulacao é em fungéo das posigoes
onde os setores ficam, e ndo em fungao dos préprios setores), foram estudados nos anos 1930 por A. W.
Simon [3], para a mdquina de Wimshurst e vdrias outras. Um outro problema, nio tratado aqui, é o de
como obter os modelos para as capacitancias em fungao das posicoes dos elementos da méquina. Nao é
dificil obter aproximacoes, entretanto.

Observando a operacao do dobrador de Bennet, nota-se que as correntes nas chaves tém sempre as
mesmas diregoes. Isto faz com que possam ser substituidas por diodos, como na figura 1.133, resultando
essencialmente na mesma sequéncia de operagao [52]. O gerador eletrostatico eletroénico que resulta pode
ser usado em sistemas de coleta de energia do ambiente [53], com os capacitores varidveis construidos em
técnicas de microeletromecéanica, com membranas flexiveis, etc. Muitas outras variagoes da estrutura séo
possiveis [54].

ad
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Figura 1.133: Dobrador de Bennet eletronico.

1.15.13.3 Modelamento do capacitor linear variante no tempo

Basta aplicar a relagao ¢(t) = C(t)v(t) as equagbes de discretizacdo das integragoes. Os modelos resul-
tantes tem as mesmas estruturas dos modelos para o caso linear invariante no tempo.

Método “backward” de Euler:

q(to + At) = q(to) + At j(to + At)
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Clto) At
S0+ 25"+ G an

C(to + At)’U(tO + At) — C(to)v(to))

v(to + At) & i(to + At)

i(to + At) = —
j(to ) N (
Método “forward” de Euler:

q(to + At) =~ q(to) + At j(to)

Clto) At
Clto +0At)v(t0) * o 1 ap )

’U(to + At) =
Método dos trapézios:
At ,
q(to + At) = q(to) + -~ (i(to) +j(to + At))

COlto) At
Clto +0 R Te Y
Jlto + At) & o= (Clto + AtJolto + At) = Clto)olto)) (ko)

Método de Gear de segunda ordem:

v(to + At) = (J(to) +j(to + At))

SV

1 2 .
q(to + At) =~ —q(tg) — gq(to — At) + gAt j(to + At)

1C(tg = A) |\ ppy 2 A

4 Clto)
3 300+ an o+ A1

to+At) = — 0 -0
R (W ML Yorrmny vy
3
2At
Note-se que apenas o modelamento “backward” de Euler d&a resultados corretos em circuitos como

maquinas eletrostaticas, onde existe chaveamento dos capacitores variantes no tempo. Os demais métodos
tem o problema de “memodria falsa” e geram transientes incorretos nos chaveamentos.

j(to + At) ~ (C(to + At)’u(to + At) - %C(to)’u(to) + %C(to - At)v(to — At))

1.15.13.4 Indutor linear variante no tempo
A integragao fundamental associada ao indutor é de que o fluxo magnético é a integral da tensdo:
to+At
ota+ ) = olto) + [ vlt)ds
to

E para o indutor linear variante no tempo a induténcia L(t) varia com o tempo, e tem-se:

to+At
L(to + At)j(to + At) = L(to)j(to) + / U(t)dt

to

to+At
ilto-+ ) = 2SO + o | v
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Ocorre algo semelhante ao que ocorre no caso do capacitor, mas com corrente, com a corrente no
indutor variando se a indutancia variar. Ocorre também ganho de energia quando a induténcia é reduzida,
num dual ao caso do capacitor:

1 L(to) . ’ L(to)

E(to+ At) = §L(fo + At) (Mj(to)) = E(to)m

Motores eletromagnéticos, geradores e atuadores mecanicos como relés e solenoides podem ser anali-
sados a partir deste fenomeno. Um gerador de pulso de corrente de alta intensidade pode ser construido
fazendo-se passar uma alta corrente por um indutor e entao “implodindo” o indutor, procurando zerar
sua indutancia. E possivel até a construgao de duais magnéticos de maquinas eletrostaticas, se se desejar,
bastando seguir as regras usuais de construcao de circuitos duais a partir do modelo com capacitores e
chaves. A figura 1.134 mostra como obter um “dobrador indutivo” a partir da versao minima do dobrador
de Bennet. O dual de um capacitor varidvel é um indutor varidvel, e o dual de uma chave é uma chave
com operagao invertida. Assim as chaves que se fechavam em duas fases sem superposi¢do no dobra-
dor capacitivo se fecham em duas fases superpostas no dobrador indutivo. Os capacitores omitidos se
transformariam em indutores em série com as chaves, desnecessdrios (e prejudiciais & operagao).

1

Figura 1.134: Obtencao do modelo do dual do dobrador de Bennet.

L4 1 a

O dobrador indutivo gera correntes crescentes nos indutores, na mesma forma como sao geradas tensoes
crescentes no dobrador elétrico. O dobrador elétrico deve ter as constantes de tempo RC grandes em
relagao ao periodo do ciclo de operagao para que haja pouca perda de energia, com as resisténcias estando
em paralelo com os elementos. Para o dobrador indutivo as constantes de tempo séo tipo L/R, com as
resisténcias em série com os elementos. Pode ser dificil manté-las pequenas o bastante com indutores
normais, mas se isto for conseguido a energia obtida pode ser muito maior que no caso do dobrador
capacitivo, devido & maior densidade de energia que pode ser obtida de maquinas eletromagnéticas quando
essas crescem em tamanho.

1.15.13.5 Modelamento do indutor linear variante no tempo

O tratamento é o dual do caso do capacitor. Basta aplicar a relacao ¢(t) = L(t)j(t) as equagdes de
discretizacao das integracoes. Os modelos resultantes tem as mesmas estruturas dos modelos para o caso
linear invariante no tempo.

Método “backward” de Euler:
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¢(t(] + At) ~ ¢(t0) + At’l)(t() + At)

jlto + At) = 7 L(to) )j(t0)+ I v(to + At)

(to + At to + At)
1 . .
v(to + At) & <= (L(to + At)j(to + At) — L(to)i(to))
Método “forward” de Euler:

o(to + At) = ¢(to) + Atv(tp)

J(to + At) ~ 7

Método dos trapézios:

Blto + A1) = Blto) + 5 (vlto) + (i + AD)

ilto-+ 80 % s to) + 5

o + 80710 3 2y ") 10+ 40)

v(to + At) ~ Ait (L(to + At)j(to + At) — L(te)j(to)) — v(to)

Método de Gear de segunda ordem:
4 1 2
o(to + At) ~ gqj(to) — §¢(t0 — At) + gAtv(to + At)

1 L(to — At) 2 At

i(to + At) ~ o S i — A S
ilto + A1) 3T+ A 0~ A F 3T T A

j(to)

% L(to) v(to + At)

L(to + At)

W(to + At) ~ % (L(to + AD(to + Af) — %L(to)j(to) + %L(to D)t — At))

1.15.13.6 Transformador linear variante no tempo

Basta estender o caso do indutor ao caso multidimensional, como nos demais casos do transformador:

o . to+At
o(to + At) = ¢(to) + / T(t)dt

to

Agora todas as indutancias e indutancias mituas variam com o tempo, gerando a matriz [L](t):

- -

t0+At
w%+mm%+mh@%M%H/ ()t

to

. . to+At
J(to + At) = [['(to + At)][L(t0)]j(to) + [['(to + At)] / u(t)dt

to
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Um motor elétrico poderia ser modelado desta forma, pois existem indutancias e indutancias muituas
que variam com a posicao do rotor. As tensoes seriam conhecidas, e a equacao obtida permite o calculo
das correntes. O caso de um gerador poderia ser tratado também. Mesmo dispositivos contendo imas
podem ser modelados. Um ima é uma fonte de fluxo magnético, e pode ser modelado como um indutor
em série com uma fonte de corrente. Ocorre entretanto que dispositivos magnéticos usando materiais
ferromagnéticos podem ser bastante nao lineares, e assim o tratamento linear seria uma idealizacao
apenas.

A discretizacao da integragao é similar a do caso do indutor simples, e ao do caso do transformador
linear invariante no tempo, e nao é necessario detalha-la aqui.

1.15.14 Analise no tempo de circuitos nao lineares

O caso em que os elementos reativos sao lineares, variantes ou nao no tempo, gera modelos lineares para
eles para a andlise no instante t = tg + At. Com o circuito contendo elementos resistivos nao lineares, o
circuito é entao um circuito resistivo nao linear, e a solucao pode ser encontrada pelo método de Newton-
Raphson. Este tipo de andlise, com elementos resistivos nao lineares e elementos reativos lineares, todos
invariantes no tempo, é a mais usual para andlise no tempo de circuitos usuais. Ocorre entretanto que
alguns elementos reativos comuns sao nao lineares, como as capacitancias em semicondutores e indutancias
em indutores com nicleo de material magnético.

1.15.14.1 Inicializagao e avango da analise no tempo

H4a duas formas de inicializar a andlise no tempo: A andlise pode partir de um célculo de ponto de
operagao, pela solugdo do circuito néo linear com capacitores em aberto e indutores em curto-circuito (ou
substituidos por grandes e pequenas resisténcias), obtendo-se a solugéo em ¢ = 0 como se o circuito esti-
vesse operando hé longo tempo. E também possivel partir das condigoes iniciais dadas sobre capacitores e
indutores. Neste caso a solu¢ao deveria ser completada resolvendo-se um circuito onde os capacitores sao
substituidos por fontes de tensao e os indutores substituidos por fontes de corrente, tendo suas condigoes
iniciais como valores. Mas esta andlise nao permite a existéncia de ciclos fechados de capacitores e fontes
de tensao, ou de cortes com indutores e fontes de corrente, e também tem uma estrutura diferente da ana-
lise normal, devido as fontes de tensao introduzidas pelos capacitores. Um recurso é realizar um passo da
analise pelo método “backward” de Euler, com um passo muito pequeno, que da quase o mesmo resultado
e nao tem problemas com estruturas. Fontes existentes no circuito podem ser deixadas com seus valores
em t = 0. A solugdo no primeiro intervalo At usa a solugao assim obtida como aproximagao inicial no
método de Newton-Raphson. Nos passos seguintes, a solugao final do intervalo anterior é usada. Ou seja,
o método de Newton-Raphson sempre parte da ultima solugao obtida. Se ocorrer nao convergéncia, os
procedimentos ja descritos para lidar com isto podem ser usados, ou, em uma analise com passo variavel,
pode-se tentar reduzir o passo e tentar novamente.

Exemplo: Seja analisar o circuito da figura 1.135, para achar a préoxima aproximacao da solugao
em t = tg + At = 1.1 s usando o método de Newton-Raphson e a aproximagao “backward” de Euler,
conhecidas a tltima solu¢ao no tempo, é(tp) = €(1) e a dltima aproximagao da solugdo em ty + At,
€,(1.1), através de uma andlise nodal modificada:

Substituindo os componentes por seus modelos, tem-se o circuito da figura 1.136, onde os elementos
reativos foram substituidos por seus modelos de acordo com o método “backward” de Euler, usando a
solucao em t = 1 s, e os elementos nao lineares por seus modelos de acordo com o método de Newton-
Raphson, usando a tltima solu¢do em ¢t = 1.1 s (que na primeira iteragao é a solugao em t = 1 s):

O sistema a resolver é:
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Os parametros dos modelos dos elementos nao lineares sao calculados como:

G1 = 3(e)(e1n(1.1) — e2,(1.1))?
I = (e1n(1.1) — e2,(1.1)) — Gi(e1n(1.1) — e2,(1.1))

1
G2 = T egn(1.1)2
1
12 = — — Gzegn(l.l)

€3n

1.15.14.2 Capacitor nao linear

Capacitores nao lineares continuam seguindo a equagao fundamental associando carga e corrente:

to+AL
dlto+ 80 =qlt)+ [ ()
to
Mas agora com a relagao nao linear entre carga e tensao:

q(t) = f(v(t))

O uso de um método de discretizagao da integragao resulta em um modelo que é um resistor nao
linear. Seja por exemplo o que acontece com o método “backward” de Euler:
f(o(to + At)) = f(v(to)) + At j(to + Al)

Resulta um resistor nao linear controlado a tensao, conveniente para a analise nodal.

o+ 80) % L (F(olto + A1) — f(u(to))
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Figura 1.136: Modelo linearizado em torno da ltima aproximacdo da solucdao em t = tg + At.

O modelo que tem que ser montado na andlise no tempo é o circuito linearizado para a analise de
Newton-Raphson, que é o de um resistor nao linear controlado a tensao:

Go = 2 (unlto + Af)

1
Iy = Kt(f(vn(to + At)) — f(v(to)) — Govn(to + At))

Note-se que o termo f’(v) é a “capacitincia incremental” do capacitor néo linear. Esta é a capacitancia
que se considera em muitos dispositivos que tem capacitancias nao lineares, como diodos e transistores.
Na obtengao do modelo de pequenos sinais a partir de uma anélise de ponto de operagao esta capacitancia
deve ser calculada a partir da tensao obtida sobre o capacitor e usada no modelo.

1.15.14.3 Capacitancia de um diodo semicondutor

A capacitdncia de um diodo semicondutor reversamente polarizado (v < 0), chamada “capacitancia de
juncao”; é do tipo:
Co

em que Cj depende das dimensoes do diodo, usualmente da area e do perimetro da jungao, ¢ ~ 0.6 V
para um diodo de silicio, e m ~ 0.5 para diodos usuais. A funcao da carga em fungéo da tensao é obtida
integrando esta expressao:

a(v) = /0 ; _O(j);)mdv - 1(/}?;1 (1 - (1 - ;)1_7”)

Cv) =




CAPITULO 1. TECNICAS BASEADAS NA ANALISE NODAL 139

q(t) = f(v(t)) j(to + At) j
+ + +
v(to + At) i = ar(f(v) = f(v(to)) v o Unt1(to + At)

Figura 1.137: Capacitor nao linear no método “backward” de Euler e modelo para o método de Newton-
Raphson.

Note que esta expressao resulta em ¢(0) = 0, como deve ser. Estas expressoes se tornam invélidas
para v > ¢, que é quando o diodo comega a conduzir significantemente. A capacitancia vai para infinito, e
a carga nao tem mais solucao real. As curvas sdo mostradas na figura 1.138. O modelo deve ser adaptado
para evitar isto. Pode-se usar a func¢ao de capacitincia até, seja, v = ¢/2, estendendo a curva como uma
reta depois. A funcao de carga deve ser adaptada de acordo, se tornando parabdlica apds este mesmo
limite. A férmula da carga dd um limite quando m = 1, ¢(v) = —Co¢In(1 — 7).

Clva | q(v) & )
: 0@
1-m
‘/CYO
| 5 5

Figura 1.138: Capacitancia e carga de um capacitor de diodo reversamente polarizado.

Diodos tem também uma capacitancia diretamente proporcional a corrente quando conduzindo di-
retamente, chamada “capacitancia de difusao”. Esta capacitancia tem a forma, expressa em fungao da
tensdo direta’?:

C(v) = kip = Oy (GTT - 1)

em que C7 depende das dimensoes do diodo. A fungao de carga é obtida como:

q(v) = /O” C1 (6# - 1) =C [TIVTeﬁ - U}Z = CinVr (eﬁ - 1) —Civ

, v
72E comum também se ver a funcio de carga definida como ¢ = Tip = 71 <e vt — 1), com a capacitancia sendo entao

2
C = dg _ 1l e"’l‘y/t

s Vi . O parametro 7 é a constante de tempo 7 = C/G formada pela capacitancia incremental C e a

v
condutéancia incremental do diodo G = nITSTe Vi,
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* Corte Triodo Saturacao
Cye | CoaW Ly | ConWiy+ LCo,WEL | CouWla+ 2C, WL
Cga | CoxWLq | CoxWLg + 5001-WL CoxW Ly
Cop | CouWL 0 0
Cap Ciap Ciap + 1Cjep Ciav + 2Cjep
Co Cisp Ciar + 5C5cp Ciav

Tabela 1.2: Capacitancias de transistores MOS.

Esta fungao também da ¢(0) = 0. E valida para v > 0, sendo desprezivel para v < 0. O diodo tem
entao estas duas capacitancias em paralelo.

1.15.14.4 Capacitancias de transistores bipolares

Transistores bipolares modelados pelo modelo de Ebers-Moll podem incluir diretamente capacitancias
nos diodos do modelo, com valores proporcionais as areas e perimetros das jungdes. As correntes que
controlam as fontes controladas, entretanto, seriam as que fluem apenas pelas partes resistivas dos diodos
[28].

1.15.14.5 Capacitancias de transistores MOS

Transistores MOS possuem importantes capacitancias entre seus terminais, com nao linearidades signi-
ficativas que afetam o comportamento de mesmo circuitos comuns. A figura 1.139 mostra a localizacdo
destas capacitancias dentro da estrutura de um transistor NMOS tipico, realizado em técnicas de mi-
croeletronica. Uma forma simplificada de tratar estas capacitancias é considera-las como lineares, mas
variando conforme a regido de operacao do transistor. Quando o transistor estd cortado, a capacitancia
principal é Cyp, entre a porta (“gate”) e o substrato (“bulk”), igual a Cop, W L. Na regiao 6hmica o canal
esta formado, e a capacitancia principal é entre a porta e o canal, o que pode ser modelado aproxima-
damente dividindo esta capacitancia entre duas, iguais, entre a porta e os terminais dreno e fonte, Cgs
e Cyq. Na regiao de saturagdo, a concentracao de portadores de carga (elétrons) no canal na direcao da
fonte transfere a maior parte da capacitancia da porta na direcao daquele terminal, ficando desprezivel
Cyq. Existem sempre pequenas capacitancias de superposigao, ou laterais, entre a porta e os terminais
fonte (“drain”) e fonte (“source”), com valor proporcional & largura do canal. A capacitancia por unidade
de drea C,; pode ser obtida do pardmetro de transcondutancia K e da mobilidade u, como C,, = 2K/ pu.
Completam o modelo capacitancias de diodo entre dreno e fonte e o substrato Cjgs € Cjgq, com valores
que dependem do processo e da geometria destes terminais (essencialmente das dreas). Quando o transis-
tor estd conduzindo, existe uma capacitancia do canal para o substrato, também de diodo, C}.; que pode
ser dividida entre fonte e dreno da mesma forma que a capacitancia entre porta e canal. A tabela 1.2
mostra como ficam as capacitancias. Note-se que os terminais fonte e dreno nao sao sempre 0s mesmos,
pois dependem da orientacao da tensao vgs, € assim os capacitores Cys € Cgq podem mudar de posicao,
mudando de valor se o transistor estiver na regiao de saturacao. Estas capacitancias afetam o compor-
tamento do circuito para pequenos sinais. O célculo de ponto de operacdo determina as capacitancias a
serem usadas’>.

73Estas capacitincias sdo incrementais, derivadas das funcdes de carga elétrica entre os terminais. A andlise no tempo
dos capacitores de transistores MOS é bastante complexa [27], e ndo serd tratada aqui por enquanto.



CAPITULO 1. TECNICAS BASEADAS NA ANALISE NODAL 141

2
I
ISy
QQ
@
S8

Figura 1.139: Capacitancias de um transistor MOS canal N, em um corte da estrutura.

1.15.14.6 Capacitor controlado a tensao

Um elemento 1til é um capacitor que possa ser controlado por uma fonte de sinal. Assim se pode gerar
capacitores variantes no tempo bastando fazer com que sejam controlados por fontes com formas de
onda correspondentes a como variam as capacitancias no tempo. Pode-se também implementar assim
capacitores nao lineares, com a capacitancia controlada por varidveis do circuito. Um capacitor controlado
a tensao pode ser definido na forma:

q(t) = Cu(t)ui(t)

onde v(t) é a tensdo sobre o capacitor, v1 (t) é a tensdo de controle, e C' um fator de escala em farads/volts.
Aplicando esta relacdo na equacdo de integracdo de corrente gerando carga resulta:

to+At
Colte + At)on (o + AL) = Colte)vr (fo) + / ()t

to
Aplicando um dos métodos de discretizagao a integral, por exemplo o método “backward” de Euler,
resulta um transcondutor nao linear controlado por duas tensoes:

. C
j(to + At) ~ E(U(to + At)vl (ﬁo + Af,) — ’U(to)vl (to))
O modelo para o método de Newton-Raphson é obtido da forma usual:

C
Go = Evm(to + At)

C
G1 = Kt’l}n(t() + At)

c
Iy = E(Un(to + At)vln(to + At) — v(to)v1 (to)) — G(ﬂ]n(to + At) — Gﬂ]ln(to + At)
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Figura 1.140: Capacitor controlado a tensdo no método “backward” de Euler e modelo para o método de
Newton-Raphson.

1.15.14.7 Indutor nao linear

Basta repetir a mesma formulacao feita para o capacitor nao linear, com dualidade. O indutor nao linear
continua seguindo a equacao fundamental associando fluxo magnético e tensao:

to+At
¢(t0 + At) = ¢(t0) + / ’U(t)dt

to

Mas agora com a relagdo ndo linear entre fluxo e corrente, em vez da relacdo linear ¢ = Lj:

o(t) = f(i(t))
O uso de um método de discretizacao da integragao resulta também em um modelo que é um resistor
nao linear. Seja por exemplo o que acontece com o método “backward” de Euler:

f(ito + At)) = f(j(to)) + At v(to + At)

Resulta um resistor ndo linear controlado a corrente, numa forma conveniente para a analise nodal
modificada. A forma controlada a tensdo poderia ser obtida também, mas com a inversao da fungao f(j).

wlto + A1) ~ (7t + A1) — F(j(t)

O modelo que tem que ser montado na andlise no tempo é o circuito linearizado para a anélise de
Newton-Raphson, que é o de um resistor nao linear controlado a corrente:

Ro = Ait "(ju(to + At))
Vo = i(f(jn(to + At)) — f(j(to)) — Rojn(to + Al))

Aqui o termo f’(j) é a “induténcia incremental” do indutor nédo linear. Esta é a indutincia que se
coloca no modelo de pequenos sinais a partir de uma andlise de ponto de operagao, uma vez encontrada
a corrente quiescente no indutor.

1.15.14.8 Histerese

Indutores com nicleo magnético apresentam frequentemente um tipo especial de nao linearidade, que é
a histerese. A curva ¢ = f(j) nfo é sempre a mesma, pois se a magnetizagao atinge alguma saturagao
em uma dire¢@o o nucleo fica magnetizado, e o retorno da curva se faz por outro caminho. A curva passa
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Figura 1.141: Indutor nao linear no método “backward” de Euler e modelo para o método de Newton-
Raphson.

por pontos onde o fluxo nao é nulo quando a corrente é nula, indicando que um ima se formou. A figura
1.142 ilustra o fendémeno. O tratamento da histerese exige a decomposi¢ao do indutor em mais de um
elemento [5], para modelar a memdria da histéria anterior que surge. Este modelamento nao serd tratado
aqui por enquanto.

a) Ao b) Ao

v
v

Figura 1.142: a) Indutor nao linear com saturagdo. b) Com histerese.

1.15.14.9 Transformador nao linear

Basta novamente partir da equagao geral do transformador:

. . to+At
d(to + At) = ¢(to) + / T(t)dt

to

Neste caso, o vetor de fluxos é um vetor de fungdes nao lineares das correntes:

(1) = F(j(1))
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oL oL toJrAt
FU%+Am=FU%D+/ ()t

to
A discretizacao da integral leva a um conjunto de equacgoes nao lineares envolvendo as correntes. Por
exemplo, usando o método “backward” de Euler:

F(j(to + At)) ~ F(j(to)) + Ati(te + At)
E simples separar #(ty + At) e obter as funcdes em funcio de j(to + At):

-

. L (== 7
lto + A1) ~ < (F(to + A1) = F(7(t0))
A linearizacao para o método de Newton-Raphson gera uma rede de resistores, transresistores e fontes
de tensao, com estrutura adequada para andlise nodal modificada. A estrutura é a mesma do caso linear

invariante no tempo. E possivel também obter a forma controlada a tensao, mas para isso é necessério
poder resolver o sistema de equagdes nao lineares para obter j(to + At) em fungao de ¥(tg + At).

1.15.15 Analise no tempo de circuitos nao lineares variantes no tempo

Para tratar este caso basta seguir o mesmo procedimento do caso nao linear, mas usando as fungoes nao
lineares com seus valores no tempo ty + At.
Seja por exemplo um capacitor nao linear variante no tempo:

q(t) = f(v(t),1)

Aplicando o método “backward” de Euler vem:

q(to + At) =~ q(to) + Atj(to + At)
flo(to + At), to + At) = f(v(to),to) + Atj(to + At)

Jlto + ) = S (f(ulto + Af) to + Af) — f(u(to),to)

Resultou um resistor nao linear variante no tempo, similar ao que se obtém no caso nao linear invariante
no tempo, com a tunica diferenca sendo que a fungao nao linear a avaliar depende do instante onde a
avaliagao é feita. O mesmo ocorre com os demais métodos de integragao e demais elementos reativos.

1.15.16 Modelos para elementos reativos variantes no tempo e nao lineares

E possivel modelar elementos reativos variantes no tempo ou nao lineares usando elementos reativos
lineares invariantes no tempo e elementos resistivos nao lineares. Seja um capacitor linear variante no
tempo, que segue a equacao:

to+At
C(to + At)v(to + At) = q(to) + / J(t)dt
to

Para simular a equagdo pode-se gerar a funcdo C(t), multiplicd-la por v(t), e forgar que o produto
seja igual & integral da corrente j(¢). O modelo da figura 1.143a realiza estas operagoes, usando um
amplificador operacional ideal para forcar a igualdade, um multiplicador de tensGes nodais com saida em
tensdo para multiplicar e um capacitor para integrar. Analogamente, para um indutor linear variante no

tempo vale a equacao abaixo, que é simulada pelo modelo da figura 1.143b.
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to+At
L(to + At)j(to + At) = ¢(t0) + / ’U(t)dt

to

Figura 1.143: Modelos baseados em integrais para: a) Capacitor linear variante no tempo. b) Indutor
linear variante no tempo.

E possivel também usar as equagoes na forma de derivada. O capacitor e o indutor lineares variantes
no tempo seguem as equagoes:

d
= S (C(1)v(0)

3(t)
d )
v(t) = - (L)5(1)

Estas equagdes sao simuladas pelos circuitos da figura 1.144. Os dois modelos produzem exatamente
os mesmos resultados, para qualquer método de integragao usado.

E também possivel usar um divisor em vez de um multiplicador, implementando as equagoes, para um
capacitor e um indutor lineares variantes no tempo, que equivalem a usar os modelos da figura 1.1457%:

v(t) = ﬁ (q(to) +/j(t)dt>
i) = ﬁ (¢(to) + /v(t)dt)

74C. Basso, “SPICE analog behavioral modeling of variable passives”, Power Electronics Technology, Marco 2005.
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Figura 1.144: Modelos baseados em derivadas para: a) Capacitor linear variante no tempo. b) Indutor
linear variante no tempo.

Figura 1.145: Modelos usando divisor para: a) Capacitor linear variante no tempo b) Indutor linear
variante no tempo. O divisor para o modelo do indutor tem saida em corrente.

Um capacitor nao linear com a fungao ¢(t) = f(v(t)) segue a equagao:

to+At
F(olto + M) = qlto) + / j(t)dt

to

Esta equagdo pode ser simulada gerando-se a fungao ¢(t) = f(v(t)) e usando-se um amplificador
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operacional ideal para forgar que seja igual & integral da corrente j(t). Analogamente, para um indutor
nao linear vale a equagdo abaixo, que pode ser simulada gerando-se a fungao ¢(t) = f(j(¢)) e usando-se
um amplificador para iguald-la & integral da tensao v(t). Os modelos correspondentes sdo os da figura
1.146.

to+At
FUilto + AY) = b(to) + / oft)dt

to

Co

OO

q=f(v) %
®

®

Vab C(0

f(ab)
Co

I +

Figura 1.146: Modelos baseados em integrais para: a) Capacitor ndo linear. b) Indutor nao linear.

Os modelos baseados em derivadas existem também neste caso, baseados nas equagoes abaixo e re-
presentados na figura 1.147, para um capacitor e para um indutor nao lineares.

j(t) = 1)
o(t) = S 1G(0)

Para todos os modelos mostrados, a condicao inicial, carga ou fluxo, é representada pela tensao inicial
sobre o capacitor que faz a integragao ou a diferenciacao. O método de integracao para o elemento
variante no tempo ou nao linear é o usado neste capacitor. Foi usada uma normalizagao através da
capacitancia Cy, arbitraria, para manter o valor da integral ou derivada em nivel similar ao das demais
tensoes e correntes. Notar que uma condicao inicial em Cy deve ser dividida por Cy, pois representa a
carga inicial no capacitor ou o fluxo inicial no indutor.

Modelos para transformadores podem ser obtidos de forma similar ao feito para indutores. Um
transformador linear variante no tempo com dois indutores pode ser simulado como na figura 1.148. As
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Figura 1.147: Modelos baseados em derivadas para: a) Capacitor ndo linear. b) Indutor néo linear.

formas implementam as equacgoes, para as formas usando integragao e diferenciagao:

. R to+At
[Lito + A0(to + &) = dta) + [ ale)as

ite) = & (L)

Um transformador nao linear recai em um conjunto de blocos como os das figuras 1.146b ou 1.147b,
um para cada indutor, como na figura 1.149, com as fungoes ndo lineares de acordo com a expressao:

-

. . to +At
FM%+N»:MM+/‘ ()t

to

i) = 47 (7))

E evidente que os modelos para elementos nao lineares podem também ser variantes no tempo,
incluindo-se o tempo na geracao da fungao nao linear, o que inclui o caso linear variante no tempo
como caso particular.

Exemplo: O dobrador de Bennet eletronico (figura 1.133) pode ser simulado com os capacitores
variaveis tratados de varias formas. O modelo no editor Edfil mostrado na figura 1.150 usa quatro formas
de construir os modelos ja discutidas, todos resultando nas mesmas formas de onda na simulagao feita
com o programa Mnae, mostradas na figura 1.151. Os diodos sao ideais. O comportamento observado
é um crescimento exponencial das tensoes, com multiplicacoes por um fator constante z ~ 1.353 a cada
ciclo, apés um transiente inicial. Este fator pode ser previsto em funcdo das capacitdncias minima e
méxima dos capacitores varidveis e da capacitancia da carga [52], onde Cj; varia entre o minimo Cy,; € o
maéaximo Cy», enquanto Cp. varia entre o maximo Cy; € o minimo Cps, como:

L C2(Ca1 + Cp1) + C1(Ca1Cuz + Cp1(2C,0 + Cp2)) + Ca1C1 (Caz + Cha)
(C1+ Ca2 4+ Cr2)(C1(Ca1 + Cr1) + Ca1Ch1)
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Figura 1.148: Modelos para um transformador linear variante no tempo (a). b) Modelo baseado em
derivadas. ¢) Modelo baseado em integrais.

No caso, com valores normalizados C; = 1 F, Cy,1y = Cps = 01 F e Cpo = Cpy = 1 F, resulta
z = % ~ 1.353. O valor maximo de z vale 2, e para que z seja maior que 1 é necessario que as
capacitancias variaveis variem, no caso com os mesmos limites, com razao maior que 1.618:1, a “razao
durea”. B possivel também deixar Cy. fixo, e entdo a minima razdo de variacdo de C,p vale 2:17°. O
maximo valor de z continua sendo 2. A férmula assume diodos ideais e nenhum capacitor extra. Com
diodos nao ideais, com queda de tensao fixa por exemplo, a andlise é mais complexa e z passa a depender
das tensoes, tendendo ao valor ideal para altas tensées. Com capacitancias extra, em paralelo com o0s
diodos, uma férmula mais completa prevé o comportamento no caso de chaves em vez de diodos [52], mas
com diodos, mesmo ideais, nao ha mais perfeita equivaléncia. Exemplos de como a andlise sistematica
destes dispositivos, que sdo néo lineares e variantes no tempo, pode ser feita sdo apresentados em [55] e
trabalhos 14 referenciados.

75Também é possivel, observando a férmula mais completa para z em [52], fazer C; variar junto com Cp.., 0 que permite
minima razdo de variagio de /2 : 1. Com isto a capaciténcia Cy;, pode ser fixa, resultando uma minima variagio de 2:1.
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Figura 1.149: Modelos para um transformador nao linear (a). b) Modelo baseado em integrais. ¢) Modelo
baseado em derivadas.

Exemplo: E conhecido que um tanque LC oscilando em uma frequéncia wp gera oscilagoes crescentes se
a capacitancia ou a indutancia for modulada com frequéncia 2wyq, realizando um “oscilador paramétrico”.
O caso mais simples é um circuito linear variante no tempo que pode ser simulado com as técnicas
discutidas. Nao hé problema também se existir nao linearidade. Seja simular o circuito da figura 1.152,
onde o capacitor é linear e o indutor é nao linear e variante no tempo. A nao linearidade considerada é uma
saturagao simples linear por partes reduzindo a indutancia incremental 2 metade para correntes acima de
1 A, e a variancia no tempo é uma modulagdo da amplitude da curva ¢ x j, com a = Lo + AL sin 2wyt,
wo = ﬁ rad/s.

Usando a integracdo por trapézios, os parametros para o modelo que calcula é,11(to + At) valem:

2C)
Go="x¢
2C .
Ic = Ttoﬁ(to) + je(to)
_ 2
Ry = Az (Jan(to + At), to + At)

VL = é (f (Gan(to + At), to + At) — f(ja(to), t0)) — e1(to) — Rrjan(to + At)



CAPITULO 1. TECNICAS BASEADAS NA ANALISE NODAL 151

@ ® % _®
8 & gt g
L L | XL | 4
el el
i | i
D - @ *
* [Cap. controlados o * [envadas
W - 'W—r}l—*
—_— S— —
g | M| o]
et [ ||| e | pen
| C [ @
* 3 ¥
* Divigores = * |rtegraiz * . TRAM1010E-3BE 1

Figura 1.150: Modelos para o dobrador de Bennet eletronico. Todos os elementos tem parametros
unitdrios. As fontes de controle dos capacitores varidveis sao senoidais de 1 Hz deslocadas, variando
entre 0.1 e 1 V. As fontes em série com o capacitor de carga (C7) sdo pulsos de 1 V, para inicializar os
dobradores.

' ) 10

Figura 1.151: Tensdes nos trés nés do dobrador (figura 1.133) para os circuitos da figura 1.150.

No circuito, a corrente no capacitor é simplesmente j. = —js. A funcao f e sua derivada f’ valem
ajon (to + At) e a respectivamente se |ja, (tg + At)| < 1, sendo valem 0.5 + 0.552, (t0 + At) e 0.50u.
Ambas dependem da corrente j, e do tempo, como esperado. E simples simular este circuito sem ter o
indutor néo linear variante no tempo implementado no simulador usando modelos. A figura 1.153 mostra
uma possivel implementacao no editor Edfil para simulacdo no programa Mnae. No modelo baseado em
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Figura 1.152: a) Tanque LC com indutor nao linear variante no tempo. b) Curva ¢ X jo. ¢) Modelo.

derivada o indutor nao linear é representado por um resistor nao linear com funcao j x v igual a funcao
¢ x j considerando o = 176, e a modulacdo no tempo é realizada por um multiplicador, multiplicando
a corrente no resistor por Ly + ALsin2wpt. O resultado da simula¢do, com Cy = 1 F, Ly = 1 H,
ve(0) = 0.1 V77, wy = 1 rad/s e AL = 0.2 H, mostra o esperado aumento exponencial da oscilacio até
que a saturacao do indutor é atingida. Ocorre depois uma série de redugbes da amplitude de oscilacdao
temporérias, com a energia retornando a fonte mecanica que varia a indutancia, com repeticao posterior
com periodo irregular. Como o circuito é quase sem perdas, a simulagao é mais precisa com integracao

por trapézios’.

el

3 (C0=1) (L0=1) (dL=0.2) (wp=2) (fi=0)

« TRAN 150 150E-4 TRAP 1 UIC

“0 LEd] 200

Figura 1.153: Modelo para o circuito da figura 1.152 e simulagao, mostrando a tensao e; e a corrente js.

"6Resistor linear por partes com limites —2 —1.5 —1 —1112 1.5.

7"No caso usando uma fonte em degrau em série com o capacitor. Poderia ser usada uma condicéo inicial com o mesmo
resultado.

780u Gear. O resultado, particularmente o periodo das recuperacées, parece muito sensivel a At.
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1.15.17 O memristor™

Quando se examina as relacoes que existem entre as variaveis de tensao, corrente, carga e fluxo, nota-se
que as equagOes usuais geram associagoes diretas entre todos os pares, exceto entre carga e fluxo. O
elemento “faltante” que define esta relacao é o “memristor” [56], gerando a relacao ¢(¢t) = f(q(t)) no caso
invariante no tempo, como mostrado na figura 1.154.

Figura 1.154: Relagoes entre tensao, corrente, carga e fluxo. O “memristor” prové a relagao que falta
entre carga e fluxo magnético.

Em uma andlise no tempo o memristor gera a equagao, no caso controlado a carga:

to+At to+At
o)+ [ mwh#<ww+/ ww)

to to

No caso linear, f(q) = Rgq, a relacdo se reduz & de um resistor linear de resisténcia R, pois as
condigoes iniciais se cancelam devido & relagdo ¢(tg) = Rq(to) e resta apenas v(t) = Ri(t) pela igualdade
das integrais de v(t) e de Ri(t). O caso interessante é entdo o nao linear. Um sistema assim poderia ser
simulado, seja pelo método “backward” de Euler, como:

(to) + At v(to + At) = f(q(to) + At i(to + At))

ot + 80) = 3 Slalto) + At it + A) — 20

Esta relacdo define um resistor nao linear como usual, tratdvel pelo método de Newton-Raphson. As
varidveis ¢(t) e ¢(t) devem ser atualizadas apds a convergéncia:

q(to + At) = q(to) + At i(to + At);  d(to + At) = d(to) + At v(tg + At)

E simples usar modelos para modelar o memristor. Um modelo baseado em integrais gera as integrais
da tensdo e da corrente no memristor, gera a fungio f(g(t)) com um operador nio linear e usa um
amplificador operacional ideal para forcar a igualdade ¢(t) = f(¢(t)). Um modelo no editor Edfil é
mostrado na figura 1.155. A plotagem da caracteristica corrente x tensdo do dispositivo gera curvas

79Material opcional.
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como as mostradas, mostrando a tipica curva de histerese pin¢ada na origem destes dispositivos. No caso
a funcdo usada foi ¢ = ¢3 — ¢ +¢ 8°. A fonte de teste é uma onda triangular com 1 V de amplitude, com
as curvas correspondendo a periodos de 2, 4, 8 e 16 segundos. As curvas se repetem em todos os ciclos.
Frequéncias maiores tendem a gerar um resistor linear, e fungoes puramente impares parecem nao gerar
histerese.

* flqg)
- TRAN 16 100F-4 GEAR 1 UIC

»* Modelo de um memristor

Figura 1.155: Modelo para um memristor aterrado ligado a uma fonte de tensao de teste, e curvas de
corrente X tensao obtidas.

80Definicdo 0 1 -1 1 no simulador Mnae.



Capitulo 2

Outros métodos de analise

2.1 Analise das malhas

AAnélise das malhas' é comumente o primeiro método de anilise de circuitos estudado, possivelmente
porque ele nao requer fontes de corrente, que sao dispositivos “nao naturais”, ao contrario das fontes
de tensao, que modelam com boa aproximacao as fontes de alimentagao elétricas comuns, como baterias,
ou a rede elétrica. O método consiste em:

1. Desenhar o circuito em forma planar, sem ramos se cruzando, de forma a identificar malhas no
grafo do circuito.

2. Para cada malha, escrever uma equagao: Y. quedas de tensdo = 0, usando como incégnitas as
“correntes de malha”.

As malhas sdo todos os espagos abertos no grafo (plano) do circuito. As correntes de malha séo
correntes ficticias que circulam apenas no interior das malhas. Se for considerada também uma malha
externa, e todas as correntes de malha circulando na mesma dire¢ao nas malhas, exceto pela corrente na
malha externa que circula na diregao oposta, todas as correntes nos ramos sao diferencas de duas correntes
de malha. Note que isto é equivalente a desenhar o grafo sobre uma superficie esférica, e colocar todas
as correntes de malha girando na mesma diregao, como vistas olhando pelo lado da esfera mais proximo
do centro da malha. Para ter uma referéncia para os valores das correntes de malha, considera-se que
a corrente na malha externa é nula. Assim ramos que estejam nas bordas do grafo sdo percorridos por
apenas uma corrente de malha, enquanto os ramos internos sao percorridos por duas correntes de malha
em sentidos opostos. Ver figura 2.1.

Exemplo: Seja o circuito da figura 2.2, que tem o mesmo grafo da figura 2.1. As equacoes das malhas
sdo:

1) Ry(ip —i2) + R3(ip —i3) =V
2) Rlig + R4(i2 — 11) =+ Rm 1 = 0
3) R2i3+R3(i3 —’il) —R,,11=0

Ou, na notacao matricial usual:

Rs+ Ry —Ry —Rs3 %1 Vv
R,, — Ry R+ Ry 0 ] = (0
—R,, — R3 0 Ry + R3| |13 0

1A anilise das malhas aparece no livro de Maxwell “A Treatise on Electricity and Magnetism”, 1873, §347, em uma
anélise da Ponte de Wheatstone. O mesmo na segunda edi¢do de 1881. E frequentemente citada como “Método de Maxwell
das correntes circulantes”.

155
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10

Malha externa —
Malhas

Figura 2.2: Circuito a ser analisado pelo método das malhas.

A andlise das malhas pode ser formalizada de forma similar a feita para a analise nodal. Comega-se
pela descrigdo do grafo orientado do circuito, de forma adequada para malhas, através da matriz [M], de
ordem nuimero de malhas X nitimero de ramos, tal que:

M = 1 se o ramo k estd na malha ¢ e suas direcoes concordam.
M;, = —1 se o ramo k estda na malha i e suas diregoes discordam.
M;,. = 0 se o ramo k nao esta na malha 1.

Considerando entao os usuais vetores de tensoes nos ramos ¢ e de correntes nos ramos j, e um vetor
de correntes de malha i, as seguintes relagoes vem das leis de Kirchhoff:

KVL: [M]¢=0_
KCL: j = [M]%q

O ramo padrao para a analise das malhas deve ser controlado a corrente, o mesmo tipo de ramo usado
nas equacoes extra da analise nodal modificada, que tem a equacao geral, considerando que cada ramo k
tem, em série, um resistor Ry, varios transresistores R,, r; controlados por correntes j; em outros ramos,
e uma fonte de tensao vgy:
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b
vk = Rijk + Y Ron kidi + Vsk
ik
Para todos os ramos tem-se entao o sistema de equagoes:
= [R]j + 7,

Combinando com as relagoes vindas das leis de Kirchhoff, tem-se o sistema das malhas:

(M) = [M][R][M]"7 + [M]5,

[Ri]i = O,

A matriz [R,,] = [M][R][M]T é a “matriz de resisténcia das malhas”, e o vetor ¥, = —[M]7; é o “vetor
de fontes de tensao nas malhas”.

Uma vez calculadas as correntes de malha Z, as correntes de ramo sao calculadas por f: [M ]Tf, e as
tensoes de ramo por 7 = [R]j + .

Exemplo: Seja o mesmo circuito da figura 2.2, agora como na figura 2.3, com os ramos numerados.
As matrizes [M] e [R] e o vetor ¥ sdo obtidos como:

1 0
M]=|0 =1 1 1 0 0
0 1

0O 0 0 0 0 0 v
0O R, 0 0 0 0 0
1o 0o R 0 0 O _ lo
[17] = R, 0 0 0 0 o] "o
0 0 0 0 Ry O 0
0 0 0 0 0 Ry 0

Figura 2.3: Mesmo circuito, com os ramos numerados.

A montagem do sistema com as operagoes matriciais resulta no mesmo sistema anteriormente montado.
Como se vé pela semelhanca com o que foi feito para a anélise nodal, a analise das malhas é simplesmente a
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analise nodal do circuito dual, onde sao trocadas entre si as variaveis de tensao e corrente, os componentes
sdo dualizados, e as malhas se tornam nés. A malha externa corresponde ao né de terra. Um netlist
para andlise de malhas poderia descrever os elementos em fungao de em que malhas estao em vez de em
funcao de a que néds estao ligados. A andlise das malhas é entao feita exatamente como na anélise nodal,
com os elementos dualizados.

Exemplo: O circuito dos exemplos anteriores pode ser descrito com base nas malhas onde os elementos
estao, através de um “netlist” que diz em que malhas os elementos estdo e em que orientacao. A ordem
das linhas indica a numeracao dos ramos, e a sequéncia das malhas a orientagao do ramo:

1) V 0 1 <valor>

2) R1 0 2 <valor>
3) R4 2 1 <valor>
4) Rm 2 3 1 0 <valor>
5) R3 3 1 <valor>
6) R2 3 0 <valor>

O sistema pode entao ser montado por estampas, com estampas similares as da andlise nodal, em
versao dual. A estampa de um resistor de resisténcia R nas malhas a e b acrescenta R nas posigoes (a, a)
e (b, b) e subtrai R nas posicdes (a, b) e (b, a) de [R,,,]. Esta e as outras estampas sdo mostradas abaixo:

Estampa, que fica apenas em [R,,], de um resistor de valor R nas malhas a e b:

a b
a|+R —R| |i, .
b|-R +R| || |-

Estampa, que fica apenas em [R,,], de um transresistor de transresisténcia R, com saida nas malhas
a e b e entrada nas malhas c e d:

a b c d

a +R,, —R,] [ia
b —R,, +Rn| |%
c e -
d i

Estampa, que fica apenas em vy, de uma fonte de tensao de valor V', nas malhas a e b:

a b

AIEE

As regras para a montagem manual do sistema das malhas sao também uma versao dual das regras para
montagem do sistema nodal. Depois de desenhar o circuito em forma planar, comeca-se por transformar o
circuito deixando apenas resistores, transresistores controlados por correntes de malha e fontes de tensao.
Trata-se temporariamente os transresistores como fontes independentes de tensao. Assim, o sistema fica
com a matriz [R,,] simétrica, com:

~V
+V

R,, ki = Y resisténcias na malha k.
Ry kiyit # k= — ) resisténcias comuns as malhas k e i.
Um k = »_ tfontes de tensdo na malha k, positivas se a corrente iy sai pelo terminal positivo.
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A seguir retornam-se para a matriz [R,,] os termos controlados no vetor .

A anélise de malhas aceita diretamente apenas resistores, transresistores e fontes de tensdo. Para
inclusao de outros elementos, o problema é também o dual do que ocorre na andlise nodal. Os elementos
controlados a tensao podem ser deslocados, ou podem ser modelados com os elementos permitidos, o que
equivale a uma “anélise de malhas modificada”, em que sao incluidas como incdgnitas as tensoes sobre
fontes de corrente e circuitos abertos controladores e acrescentadas as equacoes dos ramos que os contém.

2.1.1 Deslocamento de fontes de corrente

Ramos contendo fontes de corrente ou circuitos abertos (para controle de fontes) podem ser tratados
diretamente se estiverem em paralelo com ramos contendo resistores ou fontes de tensao, incluindo trans-
resistores e curto-circuitos. Para uma fonte basta realizar um equivalente Thévenin ou a ignorar se estiver
em paralelo com fonte de tensdo (fig. 2.4). Para um circuito aberto, basta exprimir sua tensao em fungao
da corrente sobre um resistor em paralelo, ou como a tensao sobre ele diretamente, se estiver em paralelo
com fonte de tensdo. No caso de nao haver nada em paralelo, fontes de corrente e circuitos abertos podem
ser deslocados conforme ilustrado na figura 2.5. A fonte somente tem que retirar corrente de um né e a
injetar em outro, de forma a que nao importa se cépias dela colocam e retiram corrente em uma cadeia
de nos entre as extremidades originais. O deslocamento de circuitos abertos é similar, deslocando-se até
que seja possivel exprimir a tensao sobre o circuito aberto como uma série de tensoes sobre ramos que
a andlise de malhas permite. Deslocamentos de fontes de corrente nao afetam as tensoes nos ramos que

| ® ® ® 0

ZI

® = O ® = O

Figura 2.4: Equivalente Thévenin e eliminacao de fonte de corrente.

Exemplo: Seja analisar o circuito da figura 2.6. Duas fontes de corrente devem ser deslocadas. A
fonte independente foi deslocada para ficar em paralelo com a fonte de tensao e com R;. O transcondutor
foi deslocado pela malha externa. A tensao de controle v, nao foi alterada, e vale v, = Roi}. A corrente
Jo vale j, =4 + 1. A equagdo que resta é:

[R1 + Ry — R4y = [-RiI + Ry 1

Notar que a corrente ) néo é a corrente i; da malha superior do circuito original, devido ao transcon-
dutor deslocado pela malha externa. Deslocar ramos pela malha externa é similar ao equivalente dual na
analise nodal de deslocar ramos para o né de terra, o que acrescenta a tensao no ramo deslocado a todas
as tensoes nodais. No caso da andlise de malhas, a corrente no ramo deslocado para a malha externa é
acrescentada a todas as correntes de malha. As varidveis sobre os ramos, como j, € vy, 80 as mesmas, e
permitem completar a solugao do circuito original. Note-se que GG,,, nao aparece nos denominadores, pois
a tensao sobre o transcondutor estéd forgada pela fonte de tensao e pelo transcondutor:
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@

@ @

2|
ol ), © ©
v 1GIOINIO
— O — O

Figura 2.5: Deslocamento de fonte de corrente.
i/ _ _RII + RmI
e R1+R2_Rm

) —RyI(Ry — Ry)

= R ! =
N T TR T Ry — R
. . RoI
T = / I=
Je =t T R R, ~ R,
, . I(Ry — Rpn)(GRa — 1)

= I Gm =
e h Tt Ri+ Ry — Ry,
i ~ I(GR2(R1 — R,,) — Ry — Ro + Ryy,)
2 =1 = Jz = Ri+ Ry — R,
. GmRQI(Rl B Rm)

= _G’I’I’L =
" T TR, Ry— R,

2.1.2 Analise das malhas modificada

Ramos contendo fontes de corrente ou circuitos abertos podem ser tratados incluindo-se as tensoes sobre
estes ramos como novas incdgnitas e as equagoes destes ramos na forma controlada a tensao como novas
equagoes, em um dual da analise nodal modificada.

Exemplo: Seja analisar o mesmo circuito do exemplo anterior usando anélise de malhas modificada.
As tensoes sobre a fonte de corrente e o transcondutor sao acrescentadas como incégnitas, e também as
equagdes destes elementos. A tensdo v, foi acrescentada como a incégnita vg também, por ser tensao
controladora de fonte. Como fica sobre Ry, este foi entao tratado como um resistor que pode ser um
circuito aberto, com sua equagdo acrescentada. Os elementos nao ficam completamente independentes
com essa formulagao, mas tratar a tensao v, separadamente exigiria introduzir outro ramo, um circuito
aberto, s6 para ela e outra malha. O modelo é o da figura 2.7. O sistema de equagoes é:
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Gy

Figura 2.6: Deslocamento de fonte de corrente e transcondutor.

R —R,, -Ri+R,, O § 0 0 1 i 0
—Ry Ry 0:=1 0 0| |4 Vv

,,,,,,, O 0 0L =l ol 0
0 1 -1:0 0 0 ||y |~ |26
0 0 110 0 Gul | 0
-1 0 1:0 0 g | Lus 0

A solugéo é a mesma do sistema anterior, com as correntes calculadas diretamente.

; I(Ry — Rn)(GrRa — 1)
1 =

Ry + Ry — R,
. _ I(GmRa(Ry ~ Ruy) = Ry~ Ry + Ruy)
2T Ry + Ry — Ry,
i GmRol (R — Ry)
® " "Ry +Ry— Ry,
RoI(Ro — Ryn)
— VR T poT
" Ri+R-R, TV
RoR I
= V _—
s Rl + RQ - Rm
U = _RZI(Rl - Rm)
" "Ri+Ry— Ry,

E possivel também modelar estes ramos usando os elementos permitidos pela analise de malhas,
também em um dual do que foi feito para a anélise nodal?>. Uma fonte de corrente pode ser simulada por
uma fonte de tensao ligada ao circuito por um girador, com o girador construido com dois transresistores.
Os modelos para as trés fontes controladas que a andlise de malhas nao permite seguem a mesma ideia

(figura 2.8).

2Uma forma um tanto excessivamente complicada de analisar circuitos.
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Rm(zl - 22)
+ 1

Ry Cll Ry
NV
+ + vs — +
|4 (i2 v4® I 13 ) Us l G

Figura 2.7: Circuito para andlise de malhas modificada.

As estampas que correspondem a estes modelos sdo exatamente as duais das estampas da andlise
nodal modificada:

S
_|_
—
~

e

Fonte de corrente: b - 1—1 i
-1 410 - Uy —I
a +1 iq
b -1 1p
Amp. de corrente: ¢ . ie | =
d . iq
¢ -1 +1 +B -Bi - vy
a +A iq ]
b —A p
Amp. de tensdo: ¢ +1 ie | =
d 1| | g
P —1 +1i - Vg
a i +1 lq
b § . —1 ib
Transcondutor: ¢ +1 le |
d =1 4
o B S A Vg
y L—1+1 - +Gay Uy

Exemplo:

Seja analisar o circuito da figura 2.9a. Um ramo em circuito aberto é acrescentado para a tensao de
controle v,, j4 que ela nao esta sobre nenhum ramo existente, e para tornar os elementos independentes.
Isto acrescenta também uma malha. O transcondutor é substituido por seu modelo da figura 2.8. O

modelo resultante é o o da figura 2.9b, com 44 correspondendo a v, e i5 a tensao sobre o transcondutor.
O sistema de equagbes das malhas é:

R+ Ry —Rs —R; : 0 0 21 Vv
—Ry Ry + R3 —R3 § 0 1 19 0
TR TRy Rt Ryl 0 i) =10
0 0 -1 | 0 0 14 0

0 -1 0 Gy 0 i5 0
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Figura 2.8: Modelos correspondendo a “analise de malhas modificada”. Algumas malhas foram invertidas
para deixar clara a existéncia dos giradores. Para voltar & convencao de todas as malhas no mesmo
sentido basta inverter aquelas segoes.

E interessante verificar a dualidade com a andlise nodal modificada. A figura 2.10 mostra a obtengao
do circuito dual do exemplo. A polaridade dos ramos é obtida com um giro no sentido oposto ao das
malhas onde os ramos duais cruzam os originais®. O sistema nodal modificado correspondente ¢ idéntico
ao obtido acima, apenas com diferentes incégnitas:

Ry + Ry —Rs —R, 0 0 ey 14
—Rs Ry + R3 —R3 § 0 1 () 0
et LI TRy Rt Ryl Of ez =10
0 0 —1 0 0 N 0

0 -1 0 ‘G 0 Vs 0

3Para voltar ao circuito original o mesmo deve ser feito com giro no sentido oposto, igual ao das malhas.
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a) T = b) ‘
s €, & oa
- 13 14
Ry \B_ Rj R Rs i3
AVAYAY AVAYAY
|4 i1 Ry i l GmVz 1% 11 Ry 12) é é
12 Gmi4

Figura 2.9: Andlise de malhas usando modelamento para um transcondutor.

l Gm’U4

Figura 2.10: Obtencao do circuito dual ao do exemplo.

2.1.3 Amplificador operacional na analise de malhas

O amplificador operacional ideal, modelado como um par “nullator-norator”; tem dois ramos separados,
correspondendo aos ramos de entrada e saida do amplificador (figura 2.11). Para inclui-lo na andlise de
malhas modificada basta acrescentar a tensao de saida como incégnita e uma equagao dizendo que as
duas correntes de malha passando pelo ramo de entrada sao iguais, para que a corrente de entrada seja
nula.

E possivel também reduzir o tamanho do sistema, de forma andloga ao feito com a analise nodal.
Basta observar que a tensao de saida aparece com sinais opostos nas duas equacoes das malhas contendo
o ramo de saida, e que as duas correntes de malha passando pelo ramo de entrada sao iguais. A reducao
é entao similar a do caso nodal:

Somar as equagoes das malhas que contém o ramo de saida.
Somar as colunas da matriz do sistema correspondentes as malhas que contém o ramo de entrada.

Se uma das malhas passando pelo ramo de saida for a externa, basta eliminar a outra equagao. Se
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b d
+
Vo
a c
Figura 2.11: Amplificador operacional ideal na anélise de malhas.

uma das malhas passando pelo ramo de entrada for a externa, basta eliminar outra coluna da matriz do
sistema e a variavel correspondente, que é nula.

Exemplo: Seja o circuito da figura 2.12, a ser analisado em transformada de Laplace. O circuito ja
estd desenhado com o amplificador operacional com os ramos de entrada e saida separados. O ramo com
circuito paralelo RC pode ser tratado como uma tnica impedancia Z(s) = Ry /(sR1Cy + 1) em série com
uma fonte de tensao V(s) = v1(0)R1C1/(sR1C1 + 1), através de um equivalente Thévenin.

+ U1 —
R €
2 4
AVAVAY, R,
AN~
Q
| +
R3 | V4
AVAVAY, * -

+
OIOTFAY
‘/in

Figura 2.12: Anélise de malhas com amplificador operacional.

Analisando o circuito por um método de malhas modificado, a tensdo sobre a saida do amplificador
é adicionada como incégnita, e é acrescentada a equacao dizendo que a soma das correntes de malha
passando pelo ramo de entrada é nula.

Ry+R; —Rs 0 07 [h) 0

Ry Byt im0 || BG)| | Vials) - 2
00—k L Z(s) 1| | Is(s) 20—V (s)
~1 0 +1 0 Va(s) 0

Usando a reducao, primeiramente se escreve o sistema considerando os ramos de entrada e saida do
amp. op. em curto-circuito, que é a parte de malhas do sistema anterior:
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Ry + R3 —R3 0 Ii(s) 0
_R3 R3 + ﬁ _Séz 12(8) — ‘/; (8) _ U2§0)
0 — Sé,z SéQ + Z(s) Is(s) 1;28(0) —V(s)

O sistema ¢é reduzido com a eliminagao da terceira equagao, pois o ramo de saida estd entre a malha
3 e a malha externa, e a soma das colunas 1 e 3:

Rs + Rs —R3
Ryt

I15(s)
I>(s)
Pode-se notar que estas redugoes sao o que ocorre quando se elimina a ultima equagao do primeiro

sistema, e se reserva a terceira equagdo para calcular Vj(s) a partir das correntes, ja que ela ndo é
necessaria para calculé-las.

1
—f -5

2 S

0
Vin(s) — 22

2.1.4 Modelamento com amplificadores operacionais ideais na analise de ma-
lhas

E possivel modelar ramos controlados a tensao usando modelos baseados em amplificadores operacionais,
de forma similar, dual, & feita para a andlise nodal*. Também neste caso se obtém um sistema que nio
tem mais equagoes que o numero de malhas, e pode até ficar com menos equagoes se o circuito tiver
transcondutores com transcondutiancia nao nula (caso dual do transresistor, que causa reducéo na andlise
nodal se for usado o modelo mais simples). Os dois ramos necessérios sdo o que modela uma fonte de
corrente, independente ou controlada, e o que modela um circuito aberto, calculando a tensao no ramo
como uma corrente. As estruturas sao mostradas na figura 2.13, e s@o os exatos duais das mostradas
para a andlise nodal. O primeiro circuito forca j,, = I, e o segundo calcula i, = v.q. Note-se que nao
hé problema em curto-circuitar a saida de um amplificador operacional, se sua corrente de saida é usada
para controle de alguma fonte dependente realimentando o amplificador.

Exemplo: Seja analisar o circuito da figura 2.14a, que tem uma fonte de corrente independente e um
transcondutor, em transformada de Laplace. Comeca-se desenhando o modelo da figura 2.14b, que gera
o sistema, com os ramos de entrada e saida dos amplificadores em curto-circuito:

R+t —-L 000 07][hs) —0)
~L Ryt L 000 0|k 2(0)
S

0 0 000 1]||[ks| | 0

-1 0 1 0 0 O L(s)| —1(s)

0 1 10 0 Gul |Is(s) 0

0 0 00 0 0] |Iss) 0

O transcondutor foi tratado da forma mais complicada. Poderia ser modelado com apenas um ampli-
ficador operacional, com uma adaptacao do medidor de tensao da figura 2.13, com a saida do amplificador
usada como saida do transcondutor e o transresistor com transresisténcia 1/G,,. Aplicando-se as redugoes
causadas pelos amplificadores, que somam as equagoes 1, 2 e 3, eliminam a equacao 6, e eliminam as
colunas 3, 4 e 5, resulta o sistema abaixo, simples de verificar que esté correto. O capacitor nao aparece
pois nao afeta as correntes de malha.

4Qutra forma excessivamente complicada de analisar circuitos, colocada aqui para completar as analogias de dualidade
com a andlise nodal. Ao menos esta forma gera sistemas compactos.
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Figura 2.13: Modelos para anélise de malhas de uma fonte de corrente e de um circuito aberto, usando
amplificadores operacionais.

Rl R2 1 I1 (S) 0
-1 0 0 L(s)| = [—I(s)
0 -1 Gpn I(;(S) 0

2.1.5 Planaridade

Como a analise das malhas parte de um circuito planar, ela nao pode ser aplicada diretamente a circuitos
nao planares. E pode se tornar um problema complexo desenhar um circuito complexo em forma planar.
Os grafos nao planares mais simples sao mostrados na figura 2.15. O Teorema de Kuratowski diz que
se um grafo contiver um destes dois grafos como um subgrafo, mesmo com alguns ramos tendo nés no
caminho, ele é nao planar. A figura 2.16 mostra um grafo (que parece ser minimo, mas nao é) que recai
neste caso. Circuitos com grafo nao planar também nao possuem circuito dual.

A analise de malhas realiza todas as anélises estudadas com a andlise nodal, com a unica restricao
de exigir grafo planar. Embora seja possivel usar a andlise de malhas para andlise de circuitos genéricos
em computador, o que como ja foi visto recai em exatamente os mesmos algoritmos usados para a
andlise nodal, bastando alterar a forma como o circuito a analisar é passado ao algoritmo (com um
“netlist” baseado nas malhas onde estao os elementos), seu uso pratico fica usualmente restrito a andlise
de circuitos simples ou especificos, quando a estrutura torna o sistema das malhas mais simples que o
sistema nodal.

2.2 Analises dos ciclos e dos cortes

A anédlise de malhas pode ser generalizada para circuitos com qualquer topologia, ndo necessariamente
planares, da seguinte forma:

e Desenha-se sobre o grafo do circuito uma “arvore”, que é um conjunto de ramos que toca todos os
nos e nao forma circuitos fechados. Isto pode ser feito de muitas formas. Os ramos que fazem parte
da 4rvore sdo entdo os “ramos da arvore”. E fdcil ver que o numero de ramos da arvore é o niimero
de nés menos um.
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Figura 2.14: Circuito a analisar (a) e modelo usando amplificadores operacionais ideais (b).

e Os ramos nao incluidos na drvore séo os “elos da arvore”. Cada elo fecha um caminho tnico através
de ramos da arvore, contendo como ramos o elo e véarios ramos da drvore, que define um “ciclo
fundamental”. E facil ver que, para um grafo planar, o nimero de elos é igual ao nimero de malhas,
embora os ciclos nao sejam necessariamente malhas.

e Para cada ciclo fundamental, escreve-se uma equacgao similar a uma equagao de malha, usando como
incognitas as “correntes de ciclo”, que sao as correntes nos elos da arvore.

O sistema assim montado é o “sistema dos ciclos”, que é do mesmo tamanho do sistema de malhas, no
caso planar, e calcula diretamente as correntes nos elos da arvore j;.

A partir da arvore pode-se também fazer uma outra andlise que é uma versao mais geral da andlise
nodal:

e Desenha-se a arvore, como no sistema dos ciclos.

e Cada ramo da arvore, se cortado junto com um conjunto de elos, separa o grafo em duas partes.
Este conjunto de ramos, associado com um unico ramo da arvore, define um “corte fundamental”.

e Para cada corte fundamental, escreve-se uma equagido Y correntes cruzando o corte = 0, usando
como incognitas as “tensoes de corte”, que sao as tensoes sobre os ramos da arvore.

O sistema assim montado é o “sistema dos cortes”, que é do mesmo tamanho do sistema nodal, e calcula
diretamente as tensoes sobre os ramos da arvore ..

A geragao sistematica destes sistemas parte da definicdo da arvore, que pode ser feita com base em
ciclos ou com base em cortes. A descri¢do com base em ciclos define a matriz [B], com dimensio nimero

de ciclos x numero de ramos, da forma:

Bir = 1 se o ramo k estd no ciclo ¢ e suas diregoes concordam.
B;r = —1 se o ramo k esta no ciclo ¢ e suas diregoes discordam.
B;rx = 0 se o ramo k nao esta no ciclo 1.
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Figura 2.15: Grafos ndo planares mais simples, chamados K3 3 e K5 na teoria dos grafos.

As leis de Kirchhoff dizem entdo que:

KVL: [B]§# =0
KCL: j = [B]T];

Partindo das mesmas equagoes dos ramos definidas para a andlise das malhas, o sistema dos ciclos é
obtido por operacoes similares as usadas para o sistema das malhas:

-

v = [R]j + U
(Bl = [BI[R][B]" ji + B
[BI[R|[B]"j: = ~[BI
[Ri]ji = 4

A matriz [R;] = [B][R][B]T é a “matriz de resisténcia dos ciclos”, e o vetor ©, = —[B]7, é o “vetor de
fontes de tensdo nos ciclos”.

Uma vez calculadas as correntes de ciclo j;, as correntes de ramo sao calculadas por j = [B]7j;, e as
tensdes de ramo por ¥ = [R]j + Us.

Para o sistema dos cortes, a formalizacdo é similar. A &drvore é descrita com base em cortes pela
matriz [(Q)], de dimensdo nimero de cortes x niumero de ramos:

Qi = 1 se o ramo k estd no corte i e suas diregoes concordam.
Qi = —1 se o ramo k estd no corte i e suas dire¢oes discordam.
Qir = 0 se o ramo k nao estd no corte i.

As leis de Kirchhoff dizem entao que:
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Figura 2.16: Grafo nao planar correspondendo a um cubo com diagonal central. Os ramos e os nds em
vermelho podem ser eliminados, restando um grafo K3 3.

KCL: [Q]j =0
KVL: 7 = [Q]77.,

Partindo das mesmas equagoes dos ramos definidas para a andalise nodal, o sistema dos cortes é obtido
por operagoes similares as usadas para o sistema nodal:

A matriz [G.] = [Q][G][Q]T é a “matriz de condutancia dos cortes”, e o vetor i, = —[Qlis é o “vetor
de fontes de corrente nos cortes”. Uma vez calculadas as tensoes de corte v, as correntes de ramo sao
calculadas por 7 = [Q]7¥,, e as correntes de ramo por j = [G]7 + is.

E conveniente, para as andlises de ciclos e cortes, numerar os ramos da arvore comegando pelos elos
da 4rvore. Assim a matriz [B] fica na forma:

[B] = [[L]|[F]]

onde [[;] é uma matriz identidade de dimensao n; X n;, sendo n; o nimero de ciclos. Ocorre entao que a
matriz [@] fica na forma:

onde [I.] é uma matriz identidade de dimensao n. x n., sendo n. o nimero de ciclos. E possivel mostrar
que héd uma relagdo simples entre as matrizes [B] e [Q] observando como sdo geradas, com a numeragao
nesta forma:

[B] = [LI[F]] = Q] = [-[F]"|[L]

Existem também as relagoes [B][Q]T = [0] e [Q][B]T = [0]. Os sistemas de ciclos e cortes nao sdo préiticos
de serem montados por estampas, pois um ramo pode aparecer em qualquer numero de ciclos ou de
cortes, e ter ciclos ou cortes passando por ele em quaisquer diregoes, tornando os tamanhos das estampas
varidveis e os sinais dos termos a adicionar ao sistema também varidveis. E simples entretanto montar
os sistemas sistematicamente usando as formalizagoes acima. O mais dificil é obter a arvore e uma das
matrizes, [B] ou [Q)], pois uma pode ser obtida da outra. E possivel fazer isto a partir de um netlist nodal
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com algoritmos de busca. O que tem que ser encontrado é, no caso dos ciclos, qual o caminho através da
arvore entre as extremidades de cada elo. No caso dos cortes também, pois os cortes que cruzam um elo
sao gerados pelos ramos da arvore do caminho pela arvore entre suas extremidades.

Os sistemas podem ser montados manualmente, de forma similar aos de nés e malhas. Seja a andlise
dos cortes. Comega-se por transformar o circuito deixando apenas resistores, transcondutores controlados
por somas ou subtragoes de tensoes de corte e fontes de corrente. Trata-se temporariamente os trans-
condutores como fontes independentes de corrente. O sistema fica entdo com a matriz [G.] simétrica,
com:

G. r = Y, condutancias no corte k.
G ki,t # k = +condutancias comuns aos cortes k e 4, positivas se as dire¢oes dos cortes concordam,

negativas se discordam.
icr = »_ *fontes de corrente no corte k, positivas se as correntes discordam da direcao do corte,

negativas se concordam.
A seguir sdo retornadas & matriz [G.] termos controlados em i..

Para o caso da andlise dos ciclos, o procedimento é similar ao da andlise das malhas. Comega-se
por transformar o circuito deixando apenas resistores, transresistores controlados por somas e subtra-
coes de correntes de ciclo e fontes de tensdao. Trata-se temporariamente os transresistores como fontes
independentes de tensdo. Assim, o sistema fica com a matriz [R;] simétrica, com:

Ry ki, = > resisténcias no ciclo k.
Ry piyi # k= — ) resisténcias comuns aos ciclos k e i.
v = > +fontes de tensdo no ciclo k, positivas se a corrente 45, sai pelo terminal positivo.

A seguir retornam-se para a matriz [R;] os termos controlados no vetor 7.

Exemplo: Seja analisar o circuito da figura 2.17 por ciclos e por cortes e transformada de Laplace. O
capacitor tem tensao inicial v. e o indutor corrente inicial jy .

Figura 2.17: Circuito a ser analisado por ciclos e por cortes.

Para a analise de cortes, o transresistor deve ser deslocado, e as condigoes iniciais no capacitor e no
indutor representadas por fontes de corrente. Realizando estas operagoes resulta o circuito da figura 2.18.
A tensdo de controle V,(s) passa a valer V,(s) = Va(s) — AV1(s). No circuito original, V1 (s) ¢é a tensio
sobre R; e V5(s) a tensdo sobre o transcondutor. O sistema dos cortes, montado pelo processo manual,
primeiramente com as fontes controladas tratadas como independentes, representadas entre paréntesis, e
depois na forma final é entao:

= ®

sC+ g+ sC+ip ] [Vas)] _ [Cve— 212 +40
sC+ 2L sC4 &+ %] Vals)] — [Cve— 2| \—GVa+ GAVI + £Vi — 4V,

o
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Va(s)

Cv. —

sCH+ g+ — 4 sC + 2 Hvl(s)}{cvc—i;}
- JL

1 A A 1 1

O

+ Vy — + vy -
—AAM—
1 R Ry
C —~ AUI

Figura 2.18: Transformagoes para andlise por cortes. Deslocamentos e modelo final.

O sistema dos ciclos requer o deslocamento do transcondutor e as condig¢oes iniciais representadas
como fontes de tensao, como na figura 2.19. Algumas transformagoes sao requeridas nos controles das
fontes: Vi, (s) = RaJi(s), Vi(s) = R1J1(s) + GVa(s)R1 = (14+ GR2)R1J1(s). No circuito original, Ji(s) é
a corrente no transresistor e Jo(s) a corrente no indutor. O sistema de equagoes, também primeiramente
com as fontes controladas tratadas como independentes e depois na forma final, é:

L 4+ Ri+ R L J(s)] Lo —C8 J; — A(1+ GRo)R1J; — GR1 R4
L & +sL| |Ja(s)] — |%=+Ljo —S% ]y, — A(1+ GRy)RyJy

sC
-
Dals)] T |2 A L

Os sistemas de ciclos e cortes permitem todas as andlises estudadas para os sistemas de nds e malhas,
sem restrigoes de estrutura. Existem também sistemas modificados para as duas andlises, similares aos
sistemas modificados de malhas e nds, respectivamente.

Exemplo: Seja analisar em transformada de Laplace o circuito da figura 2.20 por ciclos e por cortes.
Para obter andlises modificadas, na analise de ciclos sao acrescentadas como incégnitas as tensoes na
fonte de corrente e no capacitor, e na andlise de cortes as correntes na fonte de tensao e no indutor.
Usando a mesma arvore nas duas anélises resultam os modelos da figura 2.21, também idénticos pois nao
é necessaria nenhuma transformagdo. Apenas as varidveis calculadas pelos sistemas sao diferentes. Para
ciclos, o sistema é:

%+R1+R2+%+A(1+GR2)R1 + GR1 Ry %
L 4G L A1+ GRy)R, L +sL
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+ U;U - + vy -
NV NN/
J_ R4 Ry Ve
C S
l Avy i
Guy 5 Gy GR 0
sC2 Jl

L
()
Ljp,
+ | AN\
c Ry Ry

GR1RyJ,

I
A(l + GRy) R L Y

Figura 2.19: Transformacoes para andlise por ciclos. Deslocamentos e modelo final.

Ri+ Ry+sL —R; —Rl—Rgi 0
—R Ry Ry —1
_TRi-Ry R R +Ry 0
0 1 0 0
0 0 -1 0
e para ciclos, resulta:
sC sC sC 10
sC sC+1/Ry sC 0 -1
sC sC sC—&—l/RgiO -1
-1 0o 0 00
0 1 1 10 sL

Jl (S)
0 Lji(0)
0| |”0 1%
L) =]V
0| | iy
sC Va(s) Cv.(0)
| Va(s) |
(Vils) | [—1=cCu(0)]
Va(s) —I — C,(0)
Vsls) | =] —Cue(0)
Ja(s) I
| J5(s) L3 (0)

173

Jo

Para as polaridades das equagoes acrescentadas foi seguido o critério de manter positivos termos na
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a)

Figura 2.21: Modelos para andlises modificadas de ciclos (a) e de cortes (b).

diagonal no quadrante inferior direito da matriz do sistema. Uma forma sistemdtica de construir os
sistemas modificados de ciclos e cortes, ji que monta-los por estampas nao é pratico, seria modelar os
ramos com elementos diferentes dos aceitos diretamente pelos sistemas, com os mesmos modelos vistos
para os sistemas de malhas e de nds, e entao procurar a arvore e escrever os sistemas normais, nao
modificados. O resultado final é idéntico.

2.2.1 Amplificador operacional nas analises de ciclos e cortes

E também possivel reduzir os sistemas modificados de ciclos e cortes quando os circuitos contém ampli-
ficadores operacionais ideais, e usar modelos baseados em amplificadores operacionais para os elementos
que os métodos nao tratam diretamente, com redugoes similares as obtidas para os sistemas de malhas
e n6s. H4 uma importante diferenca, entretanto. Nas andlises nodal e de malhas os ramos de entrada
e saida dos amplificadores estavam entre dois nés (um talvez o de terra) ou eram atravessados por duas
correntes de malha (uma talvez a externa), e assim as redugoes a fazer se reduziam a somar ou eliminar
equagoes ou colunas da matriz do sistema. No caso de ciclos e cortes, os mesmos ramos sao atravessados
por varias correntes de ciclo ou cruzados por varios cortes, e as redugoes podem exigir operagoes mais
complexas. O tratamento fica simples, entretanto, se na analise dos ciclos os ramos de entrada e de saida
forem elos da arvore, e se na andlise dos cortes forem ramos da arvore. As redugoes entao se resumem a
eliminar a equacao da varidvel de saida e a coluna do sistema correspondente a variavel de entrada.
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Figura 2.22: Circuito com amplificadores operacionais a analisar por cortes (a), e seu modelo com &rvore
e cortes indicados (b).

Exemplo: Seja resolver o circuito da figura 2.22a. O modelo para a andlise por cortes é o da figura
2.22b, onde os amplificadores foram partidos em ramos de entrada e de saida, e a arvore foi escolhida
de forma a passar por todos estes ramos. Um equivalente Norton pode ser usado para a fonte V,. As
equagoes dos cortes, sem o efeito dos amplificadores, sao:

Vin(s)

Ril + 801 RLl + 801 0 —SCl V'l(s) 2
A +5C1 g +sCi+sC,  —sCy  —sCy | |Va(s) Vin(s)

0 —SCQ %2 + SCQ —1% ‘/3(8) o 01

—sCy —sC _R% R% +sC| [ Va(s) 0

As restrigdes impostas pelos dois amplificadores eliminam as colunas 1 e 3, pois Vi(s) e Vz(s) sdo
nulas, e as equagoes 2 e 4, que s@o dos ramos de saida dos amplificadores. O sistema restante, obtido do
anterior apenas por eliminagao de termos, é:

7 + 501 —301} |:V2(S)] _ V}%ES)]
—5C3 — 75 ] Va(s) 0

A solucao entao vale, para as duas tensoes restantes, usando o método de Cramer:

Va(s) _ it _ e
‘/i (S) _R11R2 o 51%1 o 820102 52 + Rglcgs + RlR2lc2C2
‘/4(5) . % _ —ﬁS
‘/i (S) —ﬁ — 51%1 — 820102 52 + R21C28 + R1R21C2C2

A saida Vs E a de um filtro passa-baixas de segunda ordem, e a saida V4 a de um filtro passa-faixa
de segunda ordem inversor. Desejando-se calcular as correntes a partir do método dos cortes, basta
retomar as equagoes eliminadas 2 e 4 acrescentando as correntes de saida dos amplificadores nas somas
das correntes cruzando os cortes. Cada equacao da diretamente uma das correntes em funcao das tensoes
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ja calculadas e da entrada, ja que cada equacao sé inclui uma das correntes se as saidas dos amplificadores

estao nos ramos da arvore.

. Vin
- + 801 + 502 | Va(s) — sC1Va(s) + J5(s) = )
R Iy
1
—sC1Va(s) + (R + 801> 4(s) + Jo(s) = 0
2
Resolvendo:
Js(s) _ e
‘/ML(S) s? + R2102 5+ R1R210202
Js(s) R%S + %

. T2 1 1
‘/”L(S) $%+ chzs + R1R2C2C2
A anslise por ciclos usa a arvore passando pelos resistores e capacitores e pela fonte V;,, como na
figura 2.23 e calcula diretamente as correntes de saida nos dois amplificadores.

) ®

Ry -
Ve

=)

R, ®

C’g _

@4 I

Figura 2.23: Modelo para andlise por ciclos do circuito da figura 2.22.

Ignorando os amplificadores, com entradas e saidas tratadas como curto-circuitos, resulta o sistema

dos ciclos:
Byt g Byt iy e ~Ri— 5 7 [Als) Vin(s)
R’y + sC Ry + 19 + C +.5 Rat SC + 502 —Ri — Ry — 301 J2(s)| | Vin(s)
1° i 1 =
SC1 R2 + Scl + SC2 R2 + SCl + TQ _'1R2 - Scl J3(S)
—Ri— o —Ri-Ra— 5 —Ry — o & + 50 Ja(s) —Vin(s)

Os amplificadores eliminam as linhas 1 e 2 e as colunas 3 e 4. Resta apenas o canto inferior esquerdo

do sistema’:

5Nem era necessario escrever os demais termos.



CAPITULO 2. OUTROS METODOS DE ANALISE 177

T Tn o] - )
“Ri— & ~Ri—Ry— 3| | h(s)] T |~ Vials)

A solugao é a mesma ja encontrada por cortes, com Ji(s) = Jg(s) e Jo(s) = J5(s). Para achar as duas
tensoes de saida dos amplificadores, usa-se as equagoes abandonadas 1 e 2, com as tensoes reconsideradas:

(R1 + 1) Ti(s)+ <R1 + sé) To(s) + V(5) = Vin(s)

SCl
R+1 Ji(s) + R+R+i+L Ja(s) 4+ Vs(8) = Vin(s)
1 E 1(s 1 2 SCl 502 2(s 5(8) = VinlS

A solugao é a mesma ja encontrada por cortes, com Vs(s) = Va(s) e Vs(s) = Vi(s). Estes métodos
podem parecer complicados, mas a eliminagao simples de equagoes e de colunas, com o restante do sistema
nem precisando ser escrito se apenas as variaveis do sistema forem desejadas, é uma interessante vantagem
em relagao aos métodos dos nés e das malhas.
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2.3 Equacoes de estado

O sistema de equagoes de estado [25] é um sistema de equagoes diferenciais em que em cada equagao
aparece apenas a primeira derivada de uma sé variavel, de forma que no caso geral, nao linear variante
no tempo, possa-se escrever um sistema na forma:

i = o
= = F(@(0).t (1)

onde Z(t) é o vetor de “varidveis de estado” e i(t) é um vetor de entradas. Esse sistema pode ser resolvido
numericamente com relativa facilidade, o que é uma vantagem do método. Usando o método “forward”
de Euler a solucao é particularmente simples®:

to+At
F(to + At) = F(t) + / F(2(t),t,a(t)) dt

to
F(to + At) & F(to) + ALF (#(to), to, ii(to))

Também é possivel usar outros métodos. Usando o método “backward” de Euler:

Tt + At) = T(to) + ALF (Z(to + At), to + At, @(ty + At))

Este é um sistema de equagoes nao lineares para achar Z(ty + At), que pode ser resolvido pelo método
de Newton-Raphson multidimensional. Usando o método dos trapézios:

At o -
T(to + At) ~ Z(tg) + 7(F (Z(to), to, Ulto)) + F (Z(to + At), to + At, Uty + At)))

Também um sistema nao linear, o que também resulta dos métodos implicitos de Adams-Moulton e
de Gear, como o de Gear de segunda ordem”:

4 1 2. o
.’f(to + At) ~ g.’f(to) — g.’f(to — At) + gAtF (f(to + At), to + At, G(to + At))
No caso linear invariante no tempo o sistema toma a forma:

dx o R
5 = AIZ@) + [Bla(t)

E ai os métodos numéricos resultam em sistemas lineares. O método “forward” de Euler continua o
mais simples:

Z(to + At) = Z(to) + At ([A]Z(to) + [Blu(to))

O método “backward” de Euler resulta em um sistema de equacoes lineares, mas se o intervalo At for
X iz i ¢ inverti vez:
fixo, a matriz do sistema é constante, e pode ser invertida apenas uma ve

T(to + At) = Z(to) + At ([A)Z(to + At) + [Bli(te + At))
Z(to + At) ~ ([I] — At[A]) " (Z(to) + At[B]i(to + At))

6Igualmente com os métodos explicitos de Adams-Bashforth, usando F em tempos anteriores.

"Uma possibilidade ¢ transformar estes métodos implicitos em explicitos, calculando F(Z(to 4+ At),to + At, @(to + At))
usando um método explicito, nos métodos “preditores-corretores”. Por exemplo, pode-se usar o método “forward” de Euler
para calcular uma predigio Zp(to + At) = Z(to) + AtF(Z(to), to, @(to)), e entdo calcular uma versio corrigida pelo método
dos trapézios, Z(to + At) = Z(to) + %(ﬁ(f(to),to,ﬁ(to)) + ﬁ(fp(to + At), to + At, u(to + At)), no que é conhecido como
“método de Heun” (Karl Heun, 1900). E possivel melhorar o preditor usando os métodos de Adams-Bashforth de ordem
maior, e usar com o corretores os os métodos de Adams-Moulton e de Gear.
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Algo similar acontece com o método dos trapézios, e analogamente com os de Adams-Moulton de
ordens maiores:

F(to + A1)~ 8(t0) + S0 ([A1F(10) + [Bli(to) + [AJF(t0 + A1) + [Blilto + Ar)

atto+ A0~ (1= 5141) - (200) + 5 (A1) + [B1(a0) + dlta + A0)))

E também com os métodos de Gear, como o de segunda ordem:

F(to + At) & %f(to) - éf(to —At)+ %At([A]f(to + At) + [Bi(to + At))

Flto + At) ~ (m - gAt[A]> ) <§f(t0) _ %f(to _ AN+ %At[B]ﬁ(to 4 At))

Os dois ultimos métodos acima, trapézios e Gear de segunda ordem, sao especialmente tteis em
simulagoes de sistemas lineares.

2.3.1 Como escrever equagoes de estado

Primeiramente de forma nao muito formal: Dado um circuito, deve-se escolher como varidveis de estado
as tensoes sobre os capacitores ¥ e as correntes nos indutores jy,, e escrever, para esses elementos:

Capacitores: Corrente no capacitor = fa (¢ (t), 71(t))
Indutores: Tensdo sobre o indutor = fr,(Uc(t), jL(t))

O vetor U¢(t) inclui tensdes em capacitores vy, e o vetor jr(t) inclui as correntes em indutores j.
Em um sistema linear invariante no tempo, resultam equacoes lineares, facilmente rearranjadas na forma
padrao:

% _1 /o (Te(t), 7o (1))
dif ka< o (1), (1))

Se o sistema for linear variante no tempo, tem-se:

% - %@“k) Ci(t >ddf +vk<t>di’“ = fo, (Te(t), Jr(1))
O _ E(ijk) = L(t )d]k + Ji(t )de fr.(@e(t), 7o (t))

dt dt dt

H& entao duas possibilidades. Pode-se usar como variaveis de estado as tensées nos capacitores e as
correntes nos indutores, colocando os termos envolvendo as derivadas de Cy(t) e L (t) na matriz [A]:

% B %(t) <fck(770(t)jL(t)) - vk(t)ddck)
dji 1

o= o (Fulie®.5u0) - 0 5 )

ou entao usar como varidveis as cargas nos capacitores e of fluxos nos indutores, dividindo as tensoes e
correntes v (t) e ji(t) no lado direito pelas fungoes Cy(t) e Ly (t) para obter cargas e fluxos. Essa forma
é usualmente mais pratica. Naturalmente, pode-se usar cargas e fluxos também no caso invariante no
tempo.
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dqr — a(t) at
e o C.

(
dor 1 (
ﬁ—ﬁ%

No caso nao linear, tem-se:

ar(t) = far(vi(t))
Dr(t) = for(iK(t))

= 00 = G a0 G = e (0. 72(0)
= U0 = TG0 g = 1,00, 30(0)

H4 também duas possibilidades: Usando tensoes e correntes, usando a regra da cadeia da derivacao
para separar as derivadas das funcoes nao lineares:

dve L
dt d%quk(vk(t))ka( el t)
Ge_ 1 (e(),Fu®)

dt L farie(®))

Ou entao, usando cargas e fluxos, é necessario inverter as fungoes:

or(t) = for ' (ar (1))

() = for ™ (0r(t))

dgy - - _ _

o fe, (fql 1(q1(t))afq2 1(Q2(t)),-~-,f¢1 1(¢1(f))7f¢2 1(¢2(t))7---)

dox - - _ _

T fro (P N @ (®), fa2 ™ N @2(t), s fir T (@1(1), fa ™ (h2(1)), )

Notar que a formulagdo nao admite capacitancias ou indutéancias nulas. No caso nao linear estas

aparecem na forma incremental quando sdo usadas tensdes e correntes, ﬁ far(vr(t)) e d% For (G (2))
também dividindo as equagoes. No caso com cargas e fluxos, as fungoes inversas de fungoes com derivada

nula nao sao univocas.

Exemplo:

¢=j°

j=v
~ jg: 1
| (%1

: ! v

AY

7=

Figura 2.24: Circuito nao linear para andlise por equagoes de estado

Seja o circuito nao linear da figura 2.24. Ele gera duas equagoes de estado, a partir da equagao do
corte passando pelo capacitor e do ciclo passando pelo indutor:
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dq
- 1=0
at + Jj2

d¢
77”14‘\/]27

Usando apenas a carga g e o fluxo ¢ como varidveis de estado, tem-se:

—/o+1
d¢ 2 3/ 3
2=
T Vo
E usando apenas a tensao v; e a corrente jo tem-se:

dv
dftl—?\ﬁ( J2 +1)

AR

dt 373
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Em geral é simples separar as derivadas das varidveis de estado nas equacoes nao lineares, mas a
eliminacao de varidveis auxiliares pode resultar em um sistema de equagbes nao lineares requerendo

solugao numérica.

O caso nao linear variante no tempo pode ser tratado da mesma forma, apenas utilizando-se as fungoes
nao lineares com seus valores nos instantes considerados. Note-se que o caso linear variante no tempo é

apenas um caso particular do tratamento do caso nao linear variante no tempo.

Exemplo: Um capacitor que siga a fungao:

q(t) = Kto(t)®

gera a equagao de estado:

dt
K <t3 (t)?— + (t)3> = Zcorrentes
dv 1

i 3K (Z correntes — Kv(t) )
v(

Se a fungao fosse ¢(t) = C(t)v(t), caso linear variante no tempo, a equagao de estado seria gerada de

forma similar como:



CAPITULO 2. OUTROS METODOS DE ANALISE 182

2.3.1.1 Montagem sistematica do sistema de equagoes de estado

Para obter o sistema de forma sisteméatica uma ideia é:
Obtém-se uma “arvore normal” sobre o grafo do sistema. Esta arvore inclui os ramos em uma ordem

de prioridade:
1. Todas as fontes de tensao, independentes ou controladas.
2. Todos os capacitores.
3. Resistores como necessario.
4. Nenhum indutor.
5. Nenhuma fonte de corrente, independente ou controlada.

Se for possivel obter uma arvore assim, definidos os ciclos e cortes fundamentais, define-se como
incognitas as tensoes sobre o ramo da drvore e as correntes nos elos da arvore. Algumas das tensoes sao
tensoes sobre capacitores e algumas correntes sdo correntes em indutores. As equacoOes geradas por estes
elementos, de cortes para capacitores e de ciclos para indutores, serdo as equacoes de estado, na forma,
para o caso linear invariante no tempo:

dUCi _ - 2
Cz dt —fz(ijl)

djL' o
Li—= = fi(Ve,

dt fi(Ue, 1)

As demais equagoes de ciclos e cortes permitem eliminar as demais varidveis. Note-se que as equacoes
geradas por fontes de tensao sao de cortes, e entao devem ser “equagoes modificadas”, simplesmente
definindo diretamente as tensoes naqueles ramos. Analogamente, as equagoes geradas por fontes de
corrente sao de ciclos, “modificadas” também, definindo diretamente as correntes naqueles ramos. Os
casos variante no tempo e nao linear podem ser tratados conforme a discussao anterior.

Exemplo:

_—

Je
R, Rs
}«M W
1}2—l__€-|->v‘75h
LL i (%1}

Figura 2.25: Circuito com equacoes de estado nao triviais

Qll

Seja o circuito da figura 2.25. Com a arvore normal mostrada, existem 6 varidveis, sendo 3 tensoes de
corte e 3 correntes de ramo. As 6 equagdes sdo:
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d’Ul
1)C—+j 5 —jg =0
) i +Ja+J5 — Je
2) vy = Vi

v3
3 =
)R2
di
4)L£—v1—v3:0
5)R1j5+’l)2—’01—1}3:0
6) jo = Gmus

Para obter as equacoes de estado, todas as variaveis exceto v; e j4 devem ser eliminadas. v3 e j5 vem
da solucao de um sistema de duas equacoes:

+ja+Js5=0

U3 . .
—_— —0
R, +Ja+7s

R1js +vin —v1 —v3 =0
Calculando v3 e js:

35:—}72—]4

R, <—;Z—j4>—|—vm—v1—113:0

vy = —Rijs + v — 01 s = Rijs —vin +v1 )= —Rajs — vin + 01
% +1 Ri+ Ro Ri+ Ry

Montando as equagoes de estado:

dvr  —js—J5s + Gpus

dar C

dja _ o1t vs

dt L

_ g — ZR2ja—vintur ZRijatvin—v1

dvy J4 Ri+R» F G %-H
dt C

—Rijatvin—v1
TR =
dt L

Colocando na forma padrao matricial:

1 + Gm Ry
(R1+R2)C (R1+R2)C .
= 2 R Vin
L (R1+R2)L

1 Gm Ry 1 Ry Gm R Ro
i V1| _ |7 (Ri+R2)C ~ (Ri+R2)C ~ C + (R1+R2)C ~ (Ri+R2)C | |U1 +
dt 1 = 1 R _ 12 1
Ja (Ri+R2)L J4

(Rl +§{2 )L
Exemplo:

O procedimento para circuitos nao lineares e/ou variantes no tempo é o mesmo. Seja o circuito da

figura 2.26, que contém um indutor nao linear e um capacitor variante no tempo. As equacoes dos trés
cortes e dos trés ciclos sao:
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U3 R1
s YWy

o) -
Gt

>
%Rz Js R3
< vz

Ly

d’Ul dC
1) -2 = =
VO T T
V2 . .
2) 2 — e =
) R + 75— J6
df .. dja _
U3 . .
4) 24— js=0
) R +J4 — Js
5)R3j5+1}1—’l)2=0

As equagoes 2 e 5 permitem calcular vy e j5 (apenas j5 é necessdria), e a equagdo 3 da vs.

v = Raiin — Rajs
R3js +v1 — Raiin + Rajs =0
Roign — v1
Ry + R3
v3 = Rytin — R1J4

Js =

O sistema de equagétes de estado vem da substituicao destas varidveis nas equagoes 1 e 4:

1 (Roiin—v1 _ dC

d [m} o C’(l Ra2+Rs V1)

dt 1ial = | 7=(Ritin — R1ja

dt | Ja %ﬁ(h) ( in J )
No caso foi possivel separar as variaveis e a entrada, o que nao ocorre no caso geral. Mesmo o sistema

de equacoes envolvendo as variaveis auxiliares vo, v3 e j5 poderia ter sido nao linear, tendo apenas solugao

numeérica.

Exemplo: Para ilustrar que pode ocorrer um impasse em casos nao lineares, seja o circuito da figura
2.27. As equagoes dos ciclos e dos cortes geram as equagoes:
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Lo |6
O) "
L | Fo

Figura 2.27: Circuito nao linear em que escrever as equagoes de estado requer resolver um sistema nao
linear de equagoes.

1 074_]44_]5_0

DO

3 v§+j4—|—j5:0

dj
ﬁ—vl—vgzo

)
) v2 =
)
ny’

) —/Js+va—v1 —v3=0

Para ter as equacoes de estado, obtidas das equacoes 1 e 4, é necessario eliminar v e js, 0 que neste
caso gera um sistema de equagoes nao lineares:

v§ 4 ja+js =0
— V/Jjs +Vin —v1 —v3 =0

A solucao deve ser numérica.
No caso geral, tem-se as varidveis de estado &, as varidveis auxiliares ¥/ e as entradas , nas equagoes:

¥ = . L S =y o
5 = F@@),9),4@); G (@(@),5),4t)) =0
No método “forward” de Euler, e similarmente em outros métodos explicitos, basta resolver as equacoes

auxiliares G para §(to):

G (Z(to), i(to), @lte)) = 05 (to + At) = E(to) + ALE (E(to), §(to), @(to))

No método “backward” de Euler, e similarmente em outros métodos implicitos, pode-se usar um

preditor como o “forward” acima para Z(tg + At) e resolver G para y(to + At), usando o sistema de

equacoes de estado como corretor®:

G (Z(to + At), §(to + AL), ity + At)) =
T(to + At) = E(to) + AtF (Z(to + At), §(to + At), @(to + At))

ou entao, o que parece melhor, resolver simultaneamente um sistema nao linear envolvendo as equagoes
auxiliares e as da integracao:

8Métodos preditores-corretores sé sao usualmente considerados a partir do método dos trapézios como corretor.
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{ G (Z(to + At), §i(to + At), ii(to + At)) = 0
f(to + At) = f(to) + AtF (f(to + At), g(to + At), ’lj(to + At))

2.3.1.2 Casos em que a arvore nao é normal

E muito comum que nao seja possivel incluir todos os capacitores na arvore, ou que seja necessario incluir
alguns indutores nela. Neste caso a drvore nao é mais “normal”, mas o sistema usualmente ainda pode
ser escrito. Equacoes de cortes contendo capacitores nos elos incluem termos com derivadas de somas
ou subtracoes de tensoes de corte nos termos gerados por estes capacitores. Analogamente, equagoes de
ciclos contendo indutores nos ramos da arvore incluem termos com derivadas de somas e subtragoes de
correntes de ciclo. O sistema, no caso linear invariante no tempo, toma a forma:
(K5 = [4)E(0) + [Bla(r)

onde a matriz [K], que normalmente seria uma identidade, nao é mais. Se [K] for inversivel, basta
multiplicar a equagao pela inversa de [K] para obter um sistema de equagoes de estado.

O — () A7) + [ Bl)
dt

Em sistemas modelados realisticamente [K] é sempre inversivel. Circuitos contendo ciclos de capa-
citores e fontes de tensao e circuitos contendo cortes com indutores e fontes de corrente sempre recaem
neste caso. Circuitos contendo transformadores geram um problema similar, pois aparecem derivadas das
correntes em todos os indutores acoplados nas equacoes. A solucao é idéntica, mas neste caso todas as
correntes nos indutores sao variaveis de estado. Circuitos com transformadores com acoplamento cerrado
geram [K| ndo inversivel, e entdo nao ¢é possivel gerar diretamente o sistema. Pode-se resolver este caso
modelando o transformador com um modelo usando indutores e transformadores ideais, que tem um
indutor a menos que o total.

Quando os ciclos capacitivos ou os cortes indutivos incluem fontes de tensao ou de corrente, respecti-
vamente, as derivadas dos valores dessas fontes aparecem como entradas, geradas por termos exprimindo
correntes em capacitores nos elos da arvore ou termos exprimindo tensoes em indutores nos ramos da
arvore. Essas derivadas podem ser tratadas como outras entradas no sistema.

Equagoes auxiliares de cortes definidos por indutores ou de ciclos definidos por capacitores sao modi-
ficadas, tipo, no caso linear invariante no tempo, L(Z—f =v; e Cddit" = ji, com ji e vy sendo somas (=)
de correntes de ciclo e de tensoes de corte. Estes elementos sao portanto tratados como impedancias e

admitancias, se as equagoes forem escritas diretamente em transformada de Laplace.

Exemplo:

Seja o circuito da figura 2.28, que tem um transformador e um ciclo contendo a fonte de tensao e dois
capacitores. Uma arvore nele nao é normal, devido ao ciclo. Usando como varidveis de estado a tensao
v1 e as correntes j; e jo, o sistema pode ser escrito diretamente, na forma, em transformada de Laplace:

1) 2V =V = Vi 4+ 5(Vip = V1) = J1 — Jo
2) 82J1 + SJ2 = Vl
3) sJ1 4+ sJo =V —2J5

A primeira equagdo gera uma nova entrada, a derivada de Vj,:

83V = -Vi—J1 — Jo+ Vip + sVin

As duas outras geram um sistema de equagoes:
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Figura 2.28: Circuito com ciclo de capacitores e fonte de tensao e transformador.

2w
1 1) |Jo]  |Vi—2J
Invertendo a matriz [L] tem-se as equagoes:
Jalr -1 v [ 2%
Jo| =1 2| Vi —=2Jy|  |Vh—4ds

Combinando as 3 equacoes tem-se o sistema desejado:

1 1
Vi 3 3

3 3| v
s|Ji| = 0 0 2 Ji|+10 0 |:s‘;n :|
Jo 1 0 —4| |Jy 0 0 i

2.3.2 Solucgao do caso linear invariante no tempo

187

Uma importante propriedade das equagoes de estado é que o caso linear invariante no tempo admite uma

solugao exata relativamente simples. Sejam as equagoes:
dz
dt
Aplicando transformadas de Laplace:

Voltando para o dominio do tempo:

Z(t) = e E(0) + /t AT [Bla(t — 7)dr
0

onde a transformada inversa de Laplace de (s[I] — [A]) ™" ¢é identificada com a funcdo exponencial de
matriz el4*. A primeira parte é a resposta & entrada zero do sistema, e a segunda parte, uma convolucéo
da resposta impulsional com as entradas, é a resposta ao estado zero. A funcgao elAlt pode ser obtida
através da transformada de Laplace, através de autovalores e autovetores (o que é essencialmente o mesmo

cdlculo), ou através da série de Taylor de e*, que também é vélida nesse caso:
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AVt = [1] + [A]t + %[A]Qﬂ ot %[A]”t"

Numericamente, a resposta em um tempo qualquer pode ser obtida da expressao geral, ou, de forma
mais simples, pode-se calcular a solucéo a intervalos At:

At
Z(to + At) = A Z () + / AT Bla(to + At — 7)dr
0

A integral de convolugao pode ser aproximada de varias formas, por exemplo assumindo as entradas
como constantes dentro do intervalo:

At
F(to + At) = e A1) + / AT (Bl (te)dr =
0

_ e[A]Atf(tO) n [A]fl (6[A]At _ [[]) [Blu(to)

Pode-se também aproximar a entrada por trapézios, com u(t) = at + b dentro de cada intervalo de
tempo:

At
F(to + At) = e Az (1) + / (B (a(to + At —7) +5) dr =
0
AN 1AL
— eIt (1) & [[A]—Q (e[A]T[B]dJr [AlelA[B] (a (to + At — 7) +b))} -
= el (1) 4 [A] 7 (e[A]At[B}c‘i + [AlelIAt B (ato + b) N[Bla — [A][1][B] (a’ (to + At) + E)) -
= el E(t0) + [4] 2 (e[AIAt - [I]) ( 1At g (ato + E) —[B] (a (to + AL) + 5))
Colocando a expressao apenas em termos de @(tg) e @(tp + At) e procurando simplificar:
T(to + At) = WA E(to) + [Gla(to) + [H]d(to + At)
-1
(G] = ([A]?Ae) (a0 (1] 4 (4] A1) + [1]) [B]At
-1
[H] = ([A]2At2> (eWAf — [+ [A]At) [B]At
Nos dois casos, hd um conjunto fixo de matrizes a calcular, apenas uma vez se At for fixo.

E ainda possivel aproximar a integral, sem tentar resolvé-la como acima. Usando a aproximacao
“backward” de Euler:

At
Z(to + At) = e Z (1) + / AT [Bli(ty + At — 7)dr ~
0
~ B Z(10) + AtelMA [ Bli(to)
Ou, usando o método dos trapézios:
: ~ olAla At ( lAlatp 7
Z(to + At) =~ t¥(tg) + — 5 [Bld(to) + [I][Blu(to + At)

Exemplos:
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Seja o sistema de equagoes de estado:
dn -1 0[] 1
t =

£]=00 Sl ]
ml(O) 1'
|fc2?0{| = |:1
dt -
A solugao explicita é, usando a integral na forma fot AT [Blu(t — 7)dr:

- 4[4 o

onde:

Para calcular e[4* comeca-se por calcular os autovalores de [A]:
_Is+1 0 | o s =1
det (s[I] — [4]) = 1 549 T8 +3S+2"{32:—2

A seguir os autovetores correspondentes aos autovalores sao calculados:

Para s1 = —1:

Para s = —2:

2= S A T emo= =[]

Calcula-se entao a func¢do da matriz na base dos autovetores, onde a matriz [A]’ tem os autovalores
de [A] na diagonal principal:

’_ -1 0 LAl et 0
=[5 G-
Entao volta-se o resultado para a base original:
et = [Pl [P
onde[P] é uma matriz montada com os autovetores encontrados:

P =il = [} ]

Assim:

A solugao entao é:
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@

R R I B 1 B A
ot et %e—m _% %e—m +%

A solucao pode ser obtida também por transformada de Laplace, onde as operagoes sao essencialmente
as mesmas:

s+1 0 -1 1 s+2 0
(s[I] = [4]) = { 1 s+2} s(s[I] = [A]) T = (5+1)(5+2)[ 1 5+1] -

[ %1 ’ ] = L(el)

(s+1)(s+2) s+2

Tendo a transformada da exponencial da matriz [A]¢, basta montar a solugao:

>

a

=
[

(s11] = [A) ™" &(0) + (s[1] - [A]) " [BIU(s)

|:X1(S):| _ [ L sil L ]+[ 511 }
Xa(s) GGy T 2 GID(512)

1 —1 1

_ s+1 :l + s+1 N s
- 1 —1 1 -1 5

|:s+1 + s+2 + s+2 s+1 + sj—Z + =

S

No|—

E entao a mesma solugao é encontrada, formalmente para t > 0:

(El(t) _ 1
o] = [gen g0
2.3.3 Eliminacao da integral de convolucao

A inconveniente integral de convolucao pode ser eliminada se as entradas forem substituidas por circuitos
que as gerem, a partir de condigOes iniciais. Assim passa-se a nao ter mais entradas no circuito, mas
apenas o estado inicial evoluindo. Fontes em degrau podem ser geradas com capacitores carregados
conectados ao circuito por fontes controladas a tensao. Fontes senoidais podem ser geradas com tanques
LC conectados de forma similar. Ver a figura 2.29. Outros tipos comuns, como rampas e exponenciais, sao
também de facil implementacao. O valor da fonte pode ser alterado ao longo da analise com a mudanga
das varidveis de estado correspondentes, gerando fontes em séries de degraus, segmentos de sendides, etc.,
sempre com solugao exata.

Exemplo: Seja simular um circuito similar a uma bobina de Tesla, mas usando a resposta ao estado
zero do sistema como excitagdo. Pode ser mostrado que estes sistemas podem ser projetados [16] de
forma a gerar acimulos de energia no capacitor de saida, de forma similar ao que acontece na bobina de
Tesla convencional, que usa a resposta & entrada zero do sistema. A estrutura é mostrada na figura 2.30°.
Uma fonte senoidal em série com o capacitor Cy prové a excitagdao. Ela é acionada repentinamente, e gera

9Esta estrutura é também conhecida como “double resonance solid-state Tesla coil”, DRSSTC, devido ao circuito de
acionamento, usualmente feito com transistores de poténcia. O processo de sintese destes circuitos é descrito mais adiante.
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a —0 a
_|_
Vu(t) * < Ve
C — Ve
b —O b
v.(0) =V
a 'e) o a
+
Vecoswt® < jll Ve
C L - e
b : O —O0b
v:(0) =V; 5(0) =0; w = el

Figura 2.29: Substitui¢ao de fontes por varidveis de estado.

um transiente perpétuo envolvendo trés frequéncias, wg e as frequéncias naturais de oscilacao da rede. A

eliminagao da fonte senoidal é feita com o tanque LoCy, tal que jo(0) = A %’, para que quando toda

a energia estiver em C( a tensao sobre o tanque seja de £A V, e wy = \/ﬁ Pode-se arbitrar Lg, e
calcular Cy = M%LO e jo(0) = - [:L‘LD. As outras condigoes iniciais sao nulas.
k
a) N
[ ) [ ]
Ch +
Asin th C2 1~ Vout
Ly Ly -
+ vy —
h k
7\
[ ) [ ]
Cr
J1
Vo Ll

Figura 2.30: a) Circuito de miiltipla ressonincia de segunda ordem com excitagdo senoidal. b) Modelo
para a geragao de equagoes de estado.

Escrevendo as equagoes de estado:
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C’o%:jo

LO%:fUO

Ol% J

02%:*]2
L1%+M% = Avg — 11
M% +L2% = Uy

As equagoes envolvendo o transformador devem ser rearranjadas para isolar as derivadas das correntes,
com a inversao da matriz de indutancia:

d [j1] _[T11 Ti2| [Avg — vy _ |P11(Avg —v1) = T'izvg
Iyp Tao vy a1 (Avg — v1) — T'agwy

dt |J2]

Colocando tudo na forma matricial:

"o 0O & 0 0 0 07w
o -4 0 0 0 0 0 Jo
dijof _| 0O 0 0 & 0 0 ||w
dt jl o F11A 0 _Fll 0 Flg 0 jl
Vg 0 0 0 0 0 _Ciz Vg
]2 F21A 0 —Fgl 0 F22 0 J2

As equagoes estao na forma z—f = [A]Z, e entdo a solugdo é simplesmente Z(tg + At) = elAAtZ(ty),

exatamente. A exponencial de matriz pode ser obtida facilmente por série de Taylor, e é sempre a mesma
se At for fixo. Como exemplo do comportamento deste circuito, seja uma forma normalizada em que
as trés frequéncias estejam na razdao 1:3:5'9. Trés dos elementos podem ser arbitrados, no caso Cy, Cy
e Ly e os outros parametros calculados como em [16]. Os parametros do oscilador senoidal ficam como

mostrado:

Ci=1F; L, =42H; Cy=00lF; L,=100H
wo = 1.341641 rad/s k = 0.872871
Lo=1H; Co=0.555556F; 5o(0)=0.745356 A

A matriz elA2) para At = 0.1 s, obtida somando-se 16 termos da série de Taylor, 225:0 [A]Z!At",

resulta como:

0.99101 0.17946 0 0 0 0
—0.099700 0.99101 0 0 0 0
lAalar 0.0049750  0.00029910  0.99501 0.099833  —0.00089055 0.0029736
0.099002  0.0089550  —0.099301 0.99501 —0.017733  0.089055
0.088921 0.0053478  —0.089055 —0.0029736 0.97908 —9.9301

—0.017680 —0.0016005 0.017733  0.00089055  0.0041653 0.97908

10A frequéncia de excitacio é a central. Esta é a forma com mais rdpida acumulacio de energia. A forma regular seguinte

seria com razao 3:5:7.
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A figura 2.31 mostra as formas de onda de tensdo calculadas na entrada e sobre os dois capacitores!!.

A 75% do ciclo da entrada toda a energia se acumula em Cs, sendo depois retornada a fonte. A seguir
0 mesmo transiente se repete, invertido. Diferentemente da bobina de Tesla cldssica, a relagao entre a
tensao de entrada e a maxima tensao de saida depende do ntimero de ciclos usados para a transferéncia
de energia, j4 que a energia é entregue ao circuito gradualmente pela fonte de excitacao, em vez de ser
constante no circuito o tempo todo. No caso, o ganho de tensao ¢é de 11.18.

12

-9

-12

Figura 2.31: Tensoes simuladas no circuito da figura 2.30 para entrada de amplitude unitaria, para 150
intervalos de At = 0.1 s.

2.3.4 Uso de equacoes de estado em simulagao de redes passivas com redes
ativas

Uma importante aplicacao do sistema de equagoes de estado é quando se deseja construir um circuito
que realize a mesma funcdo de uma rede passiva, usualmente um filtro'2, mas sem usar indutores e
com uma estrutura suscetivel de ser realizada em um circuito miniaturizado ou mesmo integrado. Uma
simulacao usando equacoes de estado preserva nao sé a fungao do protétipo mas também, usualmente,
suas caracteristicas de sensibilidade a variagao dos valores dos componentes.

Exemplo: Seja o circuito protétipo da figura 2.32, um filtro passa-baixas de quarta ordem. As equacoes
de estado para ele podem ser escritas como integracoes:

1 Célculo feito com um programa de calculo algébrico, calculando (e[A]At)’””a_c'(O)7 o que da o estado nos tempos nAt.
12 A sintese de filtros passivos, usados como protétipos, é discutida na parte seguinte, mas este material estd aqui por ser
aplicagao direta de equagoes de estado.
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i i
By Sl Sl

io = Lig (v1 —v3)dt
1 .
V3 63/(22 —i4)dt
, 1 ,
14 = E (’U3 — R4Z4) dt

Os sinais das integragoes podem ser organizados de forma a minimizar o nimero de inversoes ne-
cessarias. Comega-se com um integrador somador inversor para gerar —vp, e dai por diante procura-se
aproveitar os sinais das varidveis. O resultado é uma série de integragoes com sinais alternados, simu-
lando as varidveis de tensao e de corrente do protétipo em escada. Uma outra versao pode ser obtida
comecando-se com uma integragao nao inversora.

1 Vip V1
= —— U ) at
" Ch / (Rl Ry ZQ)

1
— 9 = +— (—Ul —|—’L)3) dt
Ly
+ ! (—ig +4)dt
v3=—— [ (—ig+1
3 C3 2 4
1
+i4=+— ('03 — R4i4) dt
Ly

Estas equagoes sao implementadas pelo circuito da figura 2.33, que é com conjunto de quatro inte-
gradores somadores com polaridades alternadas e conextes conforme as equagoes. Inversores sao usados
para gerar as integracoes ndo inversoras'3. A saida do filtro seria a varidvel Ryi4, que se for usado um
protétipo normalizado, com Ry = 1€, é diretamente disponivel onde indicado. Note-se que o circuito estd
normalizado, e deve ser obtido a partir de um protétipo também normalizado. Assim todos os valores
dos componentes ficam préximos de 1. Desnormalizagoes em frequéncia e impedancia sobre os resistores
e capacitores geram o circuito real.

O circuito pode ser modificado de vérias formas, mantendo a funcao do filtro. Pode-se mudar os
niveis de sinal na saida dos integradores, para equalizar a faixa dindmica dos sinais dentro do filtro, com
o procedimento, seja para dividir a tensao de saida de um amplificador por M:

e Multiplicar as resisténcias de todos os resistores entrando no integrador por M.

13Este tipo de realizacio é conhecido na literatura como realizacao “leapfrog”, devido & forma como os ciclos de integradores
se interconectam.
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Figura 2.33: Simulagao normalizada do protétipo baseada em equagoes de estado.

e Dividir as resisténcias de todos os resistores saindo do integrador por M.

Resistores realimentando os integradores nao sao afetados. Se os valores dos varios M forem escolhidos
como o0s m&ximos niveis de sinal para uma entrada unitdria (senoidal, usualmente) dentro da banda
passante do filtro, esta operacao aplicada a todos os integradores vai gerar méximos niveis de sinal iguais
ao nivel do sinal da entrada em todos os integradores.

Pode-se também igualar os valores dos capacitores, alterando os niveis de impedancia de todos os
integradores. Seja tornar todos os capacitores iguais a Cy. Para cada integrador:

e Multiplicar as resisténcias de todos os resistores entrando no integrador por C'/Cy.

e Multiplicar a capacitdncia do capacitor realimentando o integrador por Cy/C, o que a torna Cj.

Se existirem capacitores entrando ou saindo dos integradores, estes devem ser modificados na forma
inversa, ja que suas impedancias sao proportionais aos inversos das capacitancias. Capacitores assim
aparecem em simulagoes de estruturas contendo ciclos de capacitores ou cortes de indutores.

Exemplo: Seja simular o filtro da figura 2.34, um filtro passa-baixas com zeros finitos de transmissao.
Devido ao ciclo de capacitores, as equagoes de estado na forma integral ficam na forma abaixo, onde a
corrente no capacitor Cy vale C’g%(vl — v3), com Cs sendo tratado como uma impedéancia, e ndo sao
feitas as operagoes para gerar um verdadeiro sistema de equacoes de estado.
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Figura 2.34: Filtro de ordem 3 com ciclo capacitivo.

1 Vin U1 . d
Ul—Cl/(Rl—Rl—lg—Cth(Ul—’Ug))dt
1

T L

- 1 . V3 d
V3 = Fg/ (’LQ E + CQ%('Ul ’U3)> dt

Reorganizando os sinais como no exemplo anterior vem:

1 Vip, U1 . d
= —— -2 Z(— dt
U1 a/(m th+@ﬁ(“+w>

ig (U1 — Ug) dt

1
— 19 = +*/(—U1 +U3) dt
Lo

03 R3

O circuito que realiza o filtro, normalizado, é mostrado na figura 2.35. O capacitor Cy aparece quatro
vezes, em paralelo com Cy e (3, e realizando ligagoes cruzadas entre o primeiro e o terceiro integradores.
Notar que sem C5 o circuito realiza a simulagao por equagoes de estado do filtro protétipo exatamente.
Com Cs, a equalizacao da faixa dindmica requer mudangas nos capacitores cruzados também, tratados
por suas impedancias.

Exemplo: Como exemplo de desnormalizacao e ajuste da faixa dinamica, seja projetar o filtro eliptico
de terceira ordem com atenuagao méaxima na banda passante de 1 dB, atenuacao minima na banda
passante de 40 dB, banda passante até 1 kHz, e resistores de 10 k{2, com a estrutura da figura 2.35.
O protétipo normalizado, com banda passante até 1 rad/s, na forma da figura 2.34, obtido com um
programa de sintese de filtros (ou uma tabela), tem os valores na primeira coluna abaixo.

1 d
+v3 = —— <’1:2+v3+02dt(’01+’l]3)> dt

Ry:1Q = 10 k2
R3:10Q = 10 k2
C1:1.909413 F = 30.3896 nF
C5:0.145356 F = 2.3134nF
Ly:0904212H = 14.3910 nF
C5:1.909413 H = 30.3896 nF

Para escalar em impedancia, resisténcias sao multiplicadas por 10000 e capacitancias divididas, e
para escalar em frequéncia capacitancias sao divididas por 27 x 1000, resultando nos valores da segunda
coluna. Os resistores unitdrios ficam todos com 10 k2. Para dobrar a tensao de saida, a resisténcia 1’
fica com 5 k2, 1” com 20 kQ, C4 fica com 2.3134 x 2 nF, e C% com 2.3134 + 2 nF. Este escalamento
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Figura 2.35: Circuito simulando o protétipo, com “capacitores cruzados”.

torna unitario o ganho méximo de tensao do filtro, e deixa uma margem de duas vezes nas demais saidas
dos amplificadores, pois note-se que em baixa frequéncia os ganhos da entrada até todas as variaveis
de estado do protétipo normalizado valem 0.5(—6.02 dB), tanto para as tensbes quanto para a corrente
(simulada por tens@o) no indutor. O resultado nas respostas em frequéncia pode ser visto na figura 2.36.
Uma pequena margem adicional seria desejavel para is.

Exemplo: Um procedimento similar pode ser feito para geracao de filtros usando transcondutores
feitos com amplificadores operacionais de transcondutancia'* e capacitores, filtros “OTA-C”. Seja um
filtro de quinta ordem com a estrutura da figura 2.37. As equagdes de estado para a estrutura, com a
mesma modificacao feita no tratamento dos capacitores suspensos do exemplo anterior, tomam a forma
integral:

14 Amplificadores similares a amplificadores operacionais, mas com corrente de saida controlada pela tensio de entrada,
io = GmUin € altas impedancias de entrada e de saida.
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Figura 2.36: Mdédulos da resposta em frequéncia do filtro projetado, para as tr
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Figura 2.37: Filtro de ordem 5 com dois ciclos capacitivos.
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As integragoes podem ser realizadas com amplificadores operacionais de transcondutancia com G, =
1 S na versdo normalizada aplicando corrente em capacitores aterrados. Neste caso pode-se reconhecer
que as correntes pelos capacitores suspensos podem ser obtidas apenas copiando a estrutura de rede
capacitiva do prototipo, resultando a estrutura normalizada da figura 2.38. Foi assumido que o protétipo
normalizado tem Rs; = 1 () na simulagao da corrente por R5. Uma desnormalizacao do circuito em
frequéncia e impedancia gera o filtro final, com valores realisticos para as transcondutancias. As tensoes
dentro do circuito ativo simulam as tensoes e correntes no protétipo normalizado, como no exemplo
anterior. Com este tipo de estrutura é mais dificil realizar o escalamento de faixa dinamica, embora seja
possivel [13].

=
~ ig__ L2 i4__ L4
T [ | [ | [
, | [ | |
Vin —I— " s Vs
1 | L | L
Ry AN AN O Vout
- T~ 2 =N 4 N
1 Cs Cs

Figura 2.38: Filtro de ordem 5 com dois ciclos capacitivos simulado por uma estrutura com amplificadores
operacionais de transcondutancia e capacitores.
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Capitulo 3

Propriedades e teoremas basicos

S préximas segoes discutem varias propriedades dos circuitos lineares invariantes no tempo. O objetivo
final é chegar a processos de sintese para estes circuitos, em particular para filtros, mas alguns itens
sobre analise ainda vao aparecer.

3.1 Propriedades dos circuitos lineares invariantes no tempo

As caracteristicas dos sistemas lineares invariantes no tempo que sao importantes para a sintese dos
me