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O classico livro de James Clerk Maxwell, , “A Treatise on Electricity and Magnetism” (1873) [1], descreve
um interessante método para o cdlculo de indutincias, derivado de um método que calcula indutincias
mutuas. o método foi implementado no programa Inca, disponivel em
http://www.coe.ufrj.br/~acmg/programs. O artigo descreve detalhes da implementacdo. Vdarias outras
férmulas para o cédlculo de indutincias e indutancias mituas sdo também discutidas.
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The classical book by James Clerk Maxwell, “A Treatise on Electricity and Magnetism” (1873) [1],
described an interesting method for the calculation of inductances, derived from a method that calculates
mutual  inductances. The method was implemented in the program Inca, available at
http://www.coe.ufrj.br/~acmq /programs. The paper describes details of the implementation. Several other

formulas for inductance and mutual inductance are also discussed.

1. INDUTANCIA MUTUA

A indutincia mutua entre dois filamentos de corrente
pode ser calculada usando-se a formula de Neumann:

M= Ky ds-ds'
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onde ds and ds’sdo secdes incrementais dos filamentos,
o ponto denota produto escalar, e r € a distincia entre
eles. A forma exata da integral € obtida de uma
parametriza¢do adequada da geometria dos filamentos.

701.]" A indutincia mdtua entre dois filamentos
circulares coaxiais, um com raio a € outro com raio A,
com distancia entre centros b, pode ser calculada como:
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" Numeracio no livro de Maxwell.

Esta integral pode ser resolvida exatamente como:
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onde K e E sdo as integrais elipticas completas de
primeiro e segundo tipos, com modulo k:
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Para calcular a indutincia muitua entre duas bobinas
concéntricas com numero inteiro de voltas, as bobinas 1
e 2 sdo primeiramente decompostas em conjuntos de n; e
n, anéis circulares fechados, e a indutancia mutua total €
obtida da avaliacdo de:
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onde M; € a indutincia mutua entre os anéis i e j. (E



possivel ter uma das bobinas com a tltima volta
incompleta. (3) da o resultado correto quando um dos
anéis cobre apenas O radianos se multiplicada por
0/(2m).)

2. AUTO-INDUTANCIA

693.]" A indutincia de uma bobina com se¢io uniforme,
onde o raio de curvatura € grande comparado com as
dimensdes da secdo transversa do condutor, pode ser
calculada calculando-se a indutincia mutua entre dois
condutores filamentais colocados a uma distancia igual
a distancia média geométrica entre todos os pares de
pontos na secdo do condutor. A distdncia média
gométrica para um condutor circular de raio r é:

1

R=re *=0.7788 r (6)

O calculo desta forma assume corrente uniforme no fio.
2.1 Indutancia de um solenéide

No caso de um solendide com ndmero inteiro de voltas,
o somatério duplo (5) pode ser grandemente
simplificado, porqué existem apenas 2n-1 té€rmos
diferentes a serem computados, em vez dos n* do caso
geral. Considerando as voltas de nimero i em uma
bobina e i’ na outra, colocadas verticalmente a uma
distancia R, a indutancia mutua entre a volta 1 e a volta
1’, M, aparece n vezes, M, e M), aparecem n-1
vezes, M;; e My aparecem n-2 vezes, € assim por
diante, até M, e M},» que aparecem apenas 1 vez. Se a
bobina “imagem” fosse montada dentro ou fora, em vez
de acima, apenas n térmos diferentes seriam necessarios,
mas as bobinas seriam diferentes, € o érro
provavelmente maior. Veja a férmula de Kirchhoff
abaixo para uma idéia similar.

A rotina em Pascal usada no programa Inca (com as
rotinas graficas e mensagens removidas) é mostrada
abaixo:

{
Inductance of a solenoid by Maxwell’s
method, using elliptic integrals
Rounds the number of turns, n2>1
}
function MaxwellLEl (n,h,r,b,d:real) :real;
var
al,c,blb2,RM,z1,22,210,soma, turnl,
turn2:real;
v,vt:integer;
begin
vt :=round(n);
RM:=d/2*exp (-0.25); {g. m. d.}
al:=h/vt;
blb2:=RM;
z10:=b+al/2;

z1:=210;
z2:=210;
for v:=1 to vt do begin
c:=2*r/sqgrt (sqr (2*r) +sqgr (z1-z2-b1b2));
EF (c);
turnl:=-r* ((c-2/c) *Fk+(2/c) *Ek) ;
if v=1 then soma:=vt*turnl
else begin
c:=2*r/sqrt (sqr (2*r) +sqr (z1-z2+blb2));
EF (c);
turn2:=-r* ((c-2/c) *Fk+ (2/c) *Ek) ;
soma:=soma+ (vt—-(v-1)) * (turnl+turn2);
end;
zl:=zl+al;
end;
MaxwellLEl:=4e-7*pi*soma;
end;

2.2 Bobinas planas e conicas

Uma bobina cdnica ou plana ndo admite esta
simplificacdo, mas ainda pode ser decomposta em uma
série de anéis circulares. A indutancia mitua entre duas
bobinas coaxiais cOnicas ainda pode ser calculada por
(5), e a auto-indutincia pode ser calculada como a
indutincia mitua entre duas bobinas idénticas separadas
verticalmente por (6).

2.3 Avaliacio das integrais elipticas

As integrais elipticas completas podem, em principio,
ser avaliadas pelas séries:
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Um problema € que se R € muito menor que o raio dos
anéis, o médulo £k em (3) tende a 1 nas integrais
envolvendo uma volta e sua cOpia adjacente, e a
avaliacdo de K se torna problematica. A série converge
muito lentamente, e facilmente milhdes de térmos tém
que ser usados. Integracdo numérica é uma alternativa
quando isto acontece, mas ela tem que ser feita com alta
resolucdo devido as altas derivadas do integrando
préximo ao fim do intervalo (por volta de 100000
intervalos com uma regra de Simpson uniforme sio
necessarios para boa precisdo até k = 0.999999999).
Felizmente, um algoritmo muito simples existe, o
método AGM, que produz valores precisos rapidamente.

Uma rotima em Pascal que avalia F(c) e E(c) usando o
método AGM, implementado no programa, é:

{

Complete elliptic integrals of first
and second classes — AGM method.
Returns the global variables:

Ek=E (c) and Fk=F (c)



Doesn’t require more than 7 iterations for
c between 0 and 0.9999999999.
Reference: Pi and the AGM, J. Borwein and
P. Borwein, John Wiley & Sons.
}
procedure EF (c:real);
var
a,b,al,bl,E,i:real;
begin
a:=1;
b:=sgrt (l-sqgr(c));
E:=1-sqgr(c)/2;
i:=1;
repeat
al:=(atb)/2;
bl:=sqgrt (a*b);
E:=E-i*sqgr ((a-b)/2);

i:=2*i;
a:=al;
b:=bl;

until abs(a-b)<le-15;
Fk:=pi/ (2*a);
Ek:=E*Fk

end;

2.4 Bobinas espirais verdadeiras

A equacdo que dd a indutincia mitua entre duas
bobinas coaxiais conicas gerais ¢ uma versdo mais geral
de (1) (veja a fig. 1):
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Fig. 1. Bobina conica geral.
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onde, para i=1 e 2:

Si—h h
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x, =(r,+g,0,)cos0,; y, =(r,+¢g.6,)sin0,;
z,=a8,+b; 9)
dx, = [_yi +8; Cosei]dei; dy, = [‘xi +38; Sinei]dei;
dz, = a,db,

E assumido que ambas as espirais comegam no mesmo
angulo. Esta aparentemente irredutivel integral [7] pode
ser resolvida numericamente. A auto-indutincia de uma
bobina conica pode ser calculada considerando-se duas
bobinas idénticas separadas por uma distancia R’, que é
R com uma pequena corre¢io devida a inclinagéo do fio:

—p J(h1n)? +(@2mr)?
B 27r

R
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Onde 4 € a altura da bobina, r é o raio da volta (sempre
medido entre os centros dos fios), e n é o nimero de
voltas. Para uma bobina conica, a média geométrica dos
raios € usada, e a correcdo € aproximada (a distancia
entre fios varia ao longo de duas bobinas conicas
idénticas empilhadas). A integracdo numérica deve ser

feita com alta resolugdo, devido a pequena distancia
entre os filamentos.

2.5 Bobinas solenoidais verdadeiras

Para bobinas solenoidais, considerando dois solendides
com raios | and r,, niimeros de espiras n; e n,, alturas
h; e h,, e alturas da base b, and b, , (8) torna-se:
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onde a;=h,/(27tn,) e a,=h,/(27tn,).

Para o célculo de auto-indutancia, o programa usa duas
bobinas idénticas separadas verticalmente por R’ (10).
A mesma simplificacdo do caso com espiras circulares
se aplica, com apenas 2n integracdes sobre espiras
simples sendo necessarias para a avaliacdo da integral.

3. FORMULAS EXPLICITAS PARA INDUTAN-
CIA

O programa Inca também implementa varias férmulas
encontradas na literatura para o calculo de indutancias,
geralmente de solendides. Em todos os casos listados
abaixo, as féormulas foram adaptadas para indutincias
em Henrys e dimensdes em metros, sempre entre centros
de fios redondos.

A férmula aproximada de Wheeler [2], para solendides,
funciona bem quando as espiras sdo préximas, dando
resultado similar ao da férmula de Lorenz (14). Uma



versdo da formula usando distancias em metros €:
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A férmula de Wheeler para bobinas planas [2] pode ser
colocada na forma:

I thOO (r+s)’n’
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A férmula de Lorenz [3], modela um solendide como
uma folha cilindrica de corrente, e funciona bem para
solendides com espiras finas e proximas. Esta equagdo
aparece em vdrios outros textos (veja (16)) em formas
equivalentes ligeiramente diferentes:
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A foérmula de Kirchhoff [4], decompde a bobina em
espiras circulares, como feito no método de Maxwell, e
combina indutincias mutuas entre espiras calculadas
por integrais elipticas com f{0), uma aproximag¢do para
a auto-indutincia de uma espira simples. o € o raio do
fio. Para o caso de um solendide (a férmula abaixo)
existe uma simplificacdo similar aquela descrita para o
método de Maxwell, com apenas n indutincias mituas
que sdo calculadas pela formula de Maxwell:
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Esta férmula pode ser facilmente adaptada para bobinas
com qualquer forma que possa ser decomposta em anéis
circulares coaxiais.

A férmula de Snow [5][6] adiciona uma complicada
corre¢do a férmula de Lorenz. O resultado € similar aos
de Maxwell ou Kirchhoff usando espiras circulares, mas
o célculo € mais rdpido, sem um somatdrio. a € o raio da
bobina, b € a altura da bobina, e ¢ é o didmetro do fio. O
nimero de espiras n deve ser inteiro:
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4. FORMULAS EXPLICITAS PARA INDUTAN-
CIA MUTUA

Uma interessante  solu¢do envolvendo espirais
verdadeiras foi a férmula para a indutdncia mitua entre
um anel circular e um solendide verdadeiro comecando
no seu plano obtida por John Viriamu Jones [7]. A é o
raio do solendide, a o raio do anel circular, p a altura de
uma espira dividida por 2w, ® € o angulo final do
solendide 27n, e [1(k,c) € a integral eliptica completa do
terceiro tipo. Para solendides a qualquer distdncia do
anel, M=Mg,-Me,. O artigo original também mostra
como calcular a indutdncia mitua entre uma folha de
corrente circular e um solendide, sem chegar a
complicada férmula final (21).
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Se c=1, o segundo termo se reduz a zero. A integral
eliptica do terceiro tipo:
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pode também ser avaliada eficientemente por um
algoritmo AGM [8]. Abaixo estd a rotina em Pascal
usada no programa Inca, que avalia simultaneamente as
trés integrais elipticas quando elas sdo necessdrias. Ela
requer no miximo 7 iteragdes no ciclo:

{

Complete elliptic integrals of first,
third kinds - AGM

Returns the global variables Ek=E (k),
ITkc=II(k,c)

Reference: Garrett, Journal of Applied Physics, 34,

second, and

Fk=F (k), and



9, 1963, p.
}
procedure EFII (k,c:real);
var
a,b,d,e,f,al,bl,dl,el,fl,S,i:real;
begin
a:=1;
b:=sqgrt (1-sqgr (k));
d:=(1l-sqr(c)) /b;

2571

e:=sqr(c)/ (l-sqr(c));
£:=0;

i:=1/2;

S:=i*sqr (a-b);

repeat

al:=(a+b)/2;
bl:=sqgrt (a*b);
i:=2*i;
S:=S+i*sqr (al-bl);
dl:=bl/ (4*al)* (2+d+1/d);
el:=(d*e+f)/ (1+d);
fl:=(e+f)/2;
a:=al;
b:=bl;
d:=dl;
e:=el;
f:=£f1;
until (abs(a-b)<le-15) and (abs(d-1)<le-15);
Fk:=pi/ (2*a);
Ek:=Fk-Fk* (sqr (k) +S)/2;
ITkc:=Fk*f+Fk;
end;

Com esta formula, a indutidncia mdtua entre uma bobina
com espiras circulares e um solendide verdadeiro pode
ser facilmente calculada, somando-se todas as
indutincias mituas entre as espiras individuais e o
solendide.

A mesma férmula pode também ser escrita como
(adaptando uma férmula em [8]):

e S

z=+(A+a)* +x%; (19)
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Novamente, o segundo termo desaparece se A=a. Outra
férmula equivalente, que em vez da integral eliptica
completa de terceiro tipo wusa integrais elipticas
incompletas (os limites das integrais em (4) sdo de 0 a
0) é encontrada em [5]:

2x~ Aa (K—E)i
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Curiosamente, a férmula para a indutincia mutua entre

um anel circular e uma folha cilindrica de corrente é
exatamente a mesma para a indutincia mutua entre um
anel circular e um solendide verdadeiro [7].

A férmula para a indutincia mitua entre dois solendides
modelados como folhas de corrente, sugerida em [7], é
obtida como (adaptando [5]):
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O sinal do termo * € positivo se x ¢ positivo. Quando
ri=r, e x=0 (bobinas se tocando), k=1, e a férmula para
W(x) tende a um limite. Comparando (20) com (19),
pode-se ver que (21) pode também ser escrita usando a
integral eliptica completa de terceiro tipo, que € mais
facil de avaliar. Apenas a férmula para for W( x) muda:

wv(x)=X{Z(K_Ep@m_n(k,c)]};

2=4/(n+1) +x7; (22)
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Ainda outra expressio para W'(x) ¢é obtida

reconhecendo-se que a funcdo Lambda de Heuman
Ao(k,B) aparece em (21) (um caso restrito € listado em

[9D:
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A mesma equivaléncia pode ser usada em (20). Isto



apenas simplifica a notacdo. A derivacdo de (21) e
outras variagdes dela podem ser encontradas em [14].

Outras férmulas para indutincia mutua entre bobinas
cilindricas e planas, que algumas vezes sdo equivalentes
as férmulas descritas acima, podem ser encontradas na
ref. [9] (formulas envolvendo folhas de corrente em
disco e cilindricas, em alguns arranjos particulares),
[10] (indutincias miituas entre discos e solendides
modelados como folhas de corrente e um método usando
filamentos circulares), [11] (complicada férmula para a
indutdncia mudtua entre duas bobinas com secdo
retangular) [12] (método de filamentos para bobinas de
secdo retangular), e na referéncia cldssica [13] (com
muitas tabelas e referéncias).

4.1 Coeficiente de acoplamento independente dos
nimeros de espiras

Quando as bobinas sdo consideradas como folhas de
corrente, o coeficiente de acoplamento k =ps/ LL, S€

torna independente dos nimeros de espiras nas bobinas.
Para bobinas solenoidais, por exemplo, isto acontece se
as indutancias sdo calculadas pelo método de Lorenz
(14) e a indutincia mitua € calculada pela férmula de
Snow/Jones (21).

5. BOBINAS PRIMARIAS COM TODAS AS
ESPIRAS EM PARALELO

Transformadores com bobinas primdrias de baixa
indutdncia podem ser construidas conectando-se as
espiras da bobina em paralelo em vez de em série.
Induténcias e indutincias mituas de um transformador
construido desta forma podem ser calculadas pelo
procedimento:

1) Calcula-se a matriz de indutincias do sistema
completo, considerando cada espira individual da bobina
primaria como um indutor separado. O programa Inca
usa (3) para indutincias e indutincias mutuas entre as
espiras da bobina primdria e para a indutincia da
bobina secundaria. Indutincias mudtuas entre as espiras
primarias e a bobina secunddria s@o calculadas por (17).
Para n espiras primdrias, isto resulta em uma matriz de
dimensao (n+1)x(n+1).

2) Inverte-se a matriz, e soma-se todas as primeiras n
linhas e colunas. Isto corresponde a ter a mesma
voltagem sobre todas as espiras primdrias, € uma
corrente primdria que € a soma das correntes em todas
as espiras.

3) Inverte-se novamente a matriz 2X2 resultante,

obtendo-se as indutincias primaria e secunddria
resultantes, e a indutancia matua.

Um curioso efeito desta conexdo € que a indutancia
secunddria € ligeiramente reduzida, devido as diferentes
indutincias mituas entre as espiras primarias e a bobina
secunddria. A indutincia mutua resultante € similar a
indutdncia mutua entre duas bobinas espirais, e a
indutincia primdria é similar a de uma bobina de uma

espira modelada como uma folha de corrente.
6. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Algumas bobinas solenoidais foram construidas com
tubo de cobre e tiveram suas indutincias medidas. A
tabela abaixo compara as indutancias medidas com as
predicdes pelo método de Maxwell, com as espiras
aproximadas por anéis circulares, e também lista os
valores que podem ser obtidos com as férmulas de
Wheeler, Lorenz, Snow e Kirchhoff. Indutancias em pH,
dimensdes em metros.

Bobinas curtas com espiras préximas: Raio da bobina =
0.486 m, didmetro do tubo = 0.0095 m.

Altura N Med Whe Lor Sno Kir Max
0.0921 5 49 44.03 49.58 49.20 49.23 49.36
0.0719 4 33 29.29 34.13 33.82 33.85 33.94
0.0516 3 20 17.16 21.02 20.75 20.78 20.84
0.0312 2 9 7.96 10.57 10.33 10.35 10.39
0.0109 1 2 2.08 3.28 3.00 3.03 3.03

Bobinas longas com espiras espagadas: Raio da bobina
= 0.486, didmetro do tubo = 0.0095 m.

Altura N Med Whe Lor Sno Kir Max
2.1336 5 17 9.07 9.09 18.75 19.17 18.17
1.7051 4 13 6.96 6.98 14.67 14.28 14.28
1.2764 3 10 4.90 4.90 10.64 10.42 10.42
0.8479 2 6 2.90 2.90 6.71 6.64 6.64
0.4191 1 3 1.09 1.09 3.00 3.03 3.03

As medicdes mostram que as férmulas baseadas em
folhas de corrente (férmula de Lorenz e sua
aproximagdo por Wheeler), falham quando as espiras
sdo espagadas. As outras férmulas, baseadas em
filamentos, entretanto, funcionam bem em todos os
casos.
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